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RECOPILACIONES DE LOGICA MATEMATICAS INTRODUCCION.

Sistema axiomatico.
En l6gica y matematicas, un sistema axiomatico consiste en un conjunto de axiomas que se utilizan,
mediante deducciones, para demostrar teoremas. Ejemplos de sistemas axiomaticos deductivos son la
geometria euclidiana compilada por Euclides en los Elementos1 y el sistema axiomatico de la légica
proposicional.

Sistemas axiomaticos formales e informales
Un sistema axiomatico puede tener expresados sus axiomas de manera formal o de manera informal:

Una axiomatizacion formal usa un lenguaje formal y en él cada axioma es una cadena finita de signos
en el alfabeto del lenguaje formal, siguiendo reglas combinatorias que hacen de la secuencia una
férmula bien formada.

Una axiomatizacién informal usa una lengua natural formalizada y definiciones no ambiguas, los libros
de matematica y otras disciplinas formales normalmente redactan los axiomas de esta manera.

Los sistemas de axiomas formales son mas sencillos de estudiar y son preferibles para caracterizar las
propiedades de los sistemas matematicos. En particular admiten una caracterizacién semantica muy
clara en la teoria de modelos y sus propiedades deductivas pueden ser tratadas en la teoria de la
demostracion. Por el contrario, las axiomatizaciones informales sélo son Utiles cuando se tiene un
modelo concreto en mente y se pretenden buscar propiedades que se cumplen en el modelo.

Componentes de un sistema axiomatico formal.
Un sistema axiomatico formal consta de los siguientes elementos:

Un alfabeto S para construir expresiones formales que incluye:

Un conjunto de simbolos para conectivas légicas, cuantificadores

Un conjunto de simbolos para designar variables

Un conjunto de simbolos para constantes (que tendran en un modelo una interpretacion fija).

Un conjunto de simbolos que seran interpretados como funciones.

Un conjunto de simbolos que seran interpretados como relaciones.

Una gramética formal que incluira:

Reglas de buena formacion, que reproducen la "morfologia" del lenguaje formal.

Reglas de inferencia que permitiran deducir unas proposiciones de otras, estas reglas reproducen la
"sintaxis" de la lengua formal.

e Un conjunto de axiomas inicial, o expresiones bien formadas son el punto de partida de cualquier
deduccidn.

Para el conjunto de expresiones bien formadas expresadas en el lenguaje formal anterior puede
definirse una S-estructura en la que a cada variable constante o cada ocurrencia libre de una variable
reciba un valor dentro del modelo (es decir, las constantes y variables libres seran conjuntos
preasignados de la S-estructura). Las funciones y relaciones seran definidas como funciones y
relaciones matematicas dentro de la S-estructura. Una vez definidas las constantes, variables libres,
funciones y relaciones resulta trivial atribuir un significado concreto a las expresiones del lenguaje
formal en la S-estructura.
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Introduccién

El ser humano, en su vida diaria, se comunica con
sus semejantes a través de un lenguaje determinado
(oral, escrito, etcétera) por medio de frases u
oraciones. Estas van a tener diferentes significados;
pero siempre van a resumirse a las formas de
verdadero o falso. Lo importante es que a partir de
los enunciados y de acuerdo con su significado, es
posible establecer una proposicién y a partir de un
conjunto de estas podemos llegar a una conclusién o
inferencia, siendo la l6gica la encargada del estudio
de éstas.

Légica proposicional: La palabra légica proviene del
griego Logos que significa idea, palabra, razén o
razonamiento. Por tanto, se puede considerar el
estudio de la Logica, como el estudio de los métodos
y principios utilizados para diferenciar un
razonamiento correcto de otro incorrecto. Estudia las
proposiciones o sentencias légicas, sus posibles
evaluaciones de verdad y en el caso ideal, su nivel
absoluto de verdad.

La légica establece relaciones entre las cosas y los
acontecimientos, a estas relaciones se les llama
proposiciones.

Proposiciones: Se denomina de esta forma a
cualquier expresién o frase con sentido completo,
que sea verdadera o falsa, pero no ambas cosas a la
vez; por lo general se representan con las letras
mindsculas: p, q, 1, S.

Algunos ejemplos de proposiciones son:

p: Colombia clasific6 al mundial del 2014.

q: Todos los estudiantes ganaron razonamiento
l6gico.

r: 3x5=14

Nota: Las expresiones de admiracién, interrogacion,
exclamacion, debido a que no se les pueda dar un
valor de verdad, no se consideran proposiciones.

Valores de Verdad

Cada uno de los términos verdadero (V) o falso (F)
que se puedan asignar a una proposicion recibe el
nombre de VALOR DE VERDAD.

Para el caso de una proposicion compuesta, su valor
de verdad estd completamente determinado por los
valores de verdad de las proposiciones simples que
la componen y del conectivo que se emplea para
conectarlas. En algunos casos el valor de verdad
asignado a una proposicion esta condicionado al
contexto que enmarca la proposicién. Por ejemplo
decir “hoy es Martes” su valor de verdad depende del
dia que se someta a juicio esta proposicion.

Algunos ejemplos son:

p: Colombia clasificé al Mundial del 2014 (V)

g: Chile es un pais suramericano (V)

r: 3x5=14 (F)

Tipos de Proposiciones

Se consideran y simbolizan 2 clases de

proposiciones en légica, las simples o atomicas y las
compuestas o moleculares.

Proposiciones simples o atémicas:

En l6gica, atbmicas son las proposiciones de forma
mas simple o mas basicas. Son proposiciones
completas sin términos de enlace, son declarativas.
Ejemplos:

p: 7 es un numero natural

g: Pedro ama a Betty

r: Juan Pablo es buen corredor

Proposiciones compuestas o moleculares:

Una proposicién compuesta es aquella que esta
formada por dos 0 mas proposiciones simples ligadas
por un conector o término de enlace.

Ejemplo:

p: Maria estudia fisica

g: Maria estudia quimica

Ligando mediante un conector las dos anteriores
proposiciones simples, resultaria una proposicién
compuesta como:

Maria estudia fisica o Maria estudia quimica.
ATENCION:

La formacién de proposiciones compuestas depende
exclusivamente de los enlaces utilizados y no de la

concordancia que se establezca entre las
proposiciones simples ni de su valor de verdad.
Conectivos Logicos

Gramaticalmente existen diferentes tipos de
conectores. Para el tema que nos ataiie nos

referimos a los de tipo l6gico, que serviran para
relacionar o enlazar proposiciones simples dando
origen a las compuestas.

A continuacion se estudiaran detalladamente cada
uno de los conectores logicos.

La Negacion

Dada la proposicion “p”
por “~ p”

Nota: La negaciébn de un enunciado es una
proposicion compuesta.

su negacion sera simbolizada
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Simbolo | Nombre Simbolo Gramatical
légico
—, ~ Negacién NO....; No es cierto
que...
Conjuncion Y
Disyuncién | ...o0...
y Disyunciéon | ...0...
- Excluyente
- Condicional | Si...Entonces...;
© Bi condicional | ...Siy solo si...
Ejemplo:

Guillermo esta vestido de rojo = proposicion
Simple. Guillermo no esta vestido de rojo =
proposicion compuesta.

Ejemplo:

p: Jaime trabaja en el CEFA.

~p:Jaime notrabajaenel CEFA, otambién, no escierto
que Jaime trabaja en el CEFA.
Segun lo anterior se puede deducir la P P
tablade verdad paralanegacion:

Si es cierto o verdadero que Jaime
trabajaenel CEFAdecirquenolohace F Vv
resultaria falso.

La Conjuncién

Dada una proposicién “p” y una proposicion “q”
(simples), su conjuncién sera simbolizada por “p A q”
(compuesta).

Ejemplo:

p: Hoy juega el Nacional en Bogota.

g:Hoyjuegael Envigadoen Cali.

p A q: Hoy juega el Nacional en Bogota y el Envigado en
Cali.

La disyuncion Inclusiva: Dada una proposicion
proposicion “q” (simples), su
simbolizada por “p v q” (compuesta).
Ejemplo:

p: Diego es deportista.

q: Diego es estudiante

p Vv q: Diego es deportista o estudiante.

La disyuncion inclusiva es falsa sélo cuando ambas
proposiciones son falsas.

La Disyuncion Excluyente:

Dada una proposicion “p” y una proposicidon “q”
(simples). Su disyuncién excluyente sera simbolizada por
‘p v q” (compuesta).

Nota: En la disyuncion excluyente, una de las
proposiciones excluye a la otra.

p” y una
disyuncion sera

El Condicional.

[T L] 0

Dada una proposicién “p” y una proposicion “q
(simples), su condicional sera simbolizado por “p
— (" (compuesta), y se lee, si p entonces q.

En el condicional p — ¢, la proposicién “p” se
denomina hipodtesis, antecedente, premisa o
condicion suficiente y la proposicion “q “tesis,
consecuente, conclusion o condicion
necesaria.

Consideremos los siguientes ejemplos: p: Juan es
colombiano.

g: Juan es suramericano.

p — g Si Juan es colombiano entonces Juan
es suramericano.

En este ejemplo observamos que es suficiente
(basta) que Juan sea colombiano para que sea
suramericano, luego “p” es una condicién
suficiente para “q”, porlo que se puede emplear el
simbolo del condicional. Por otra parte es
indispensable (necesario) que Juan sea
suramericano para que sea colombiano, luego “q”
es condicion necesaria para “p”.

p:Hayoxigeno. g:Hayfuego.

p —q Sihay oxigeno entonces, hay fuego.

Ejemplo:
p: El curso es interesante.
g: Me matriculo en el curso.

p — qg: Si el curso es interesante entonces me
matriculo en el curso o también, Si el curso es
interesante, me matriculo en elcurso.

Para comprender mejor el valor de verdad

del condicional pensemos en la siguiente
situacién: Una

madre le dice a su | Tabla de verdad para el —
hijo“Siganaelano, | p q p—(q
tg ' reg”alo una v v
bicicleta”...

Para comprender v F F
mejor el valor de | F v v
verdad del [F F Vv
condicional

pensemos en la siguiente situacién: Una

madre le dice a su hijo “Si gana el afo, te
regalo una bicicleta”...

¢;Cuando estaria la madre faltando a su
palabra? O

¢, Cuando el enunciado es falso?
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En conclusion, el condicional es falso solo
cuando la hipotesis es verdadera y la
conclusionesfalsa.

Nota: Cuando la tesis o la conclusién es
consecuencia légica de la hipétesis, es decir cuando

las proposiciones estan légicamente relacionadas

y son verdaderas, el condicional ( — ) recibe el
nombre de implicacion (=)

Por ejemplo ante la frase “Si estudio entonces gano”. Para
unapersona X, suele suceder, que entodas las ocasiones
siempre que estudia gana; para esa persona se puede
concluir que estudiar implica ganar. Lo que era un
condicional se convierte en una implicaciéon y se
representa p = q.

Ejemplos

1.Si estudias entonces ganaras el afo.

2.Six+3=5,entoncesx=2

3. SiABC son los vértices de un triangulo entonces la
medida de los &ngulos A,By C suman 180°

4. Sigano elexamen de admision de la universidad de
Antioquia, entonces puedo matricularme en la
carrera que escogi.

5. Sielmaresdulceentoncestresesunnumeroimpar.

En los ejemplos anteriores, los primeros cuatro son
implicaciones mientras que el tltimo es condicional pero
no implicacion.

Variantes del Condicional
Dado un condicional “p — q”, se pueden dar tres
variaciones.

Directo: pP—q
Reciproco: q—p
Contrario: ~p—~q
Contrareciproco: ~q—o~p

Nota:

El contra reciproco tiene el mismo valor de verdad que el
directo; en otras palabras se dice que el directo y el
contra reciproco son equivalentes. Simbdlicamente se
representaasi:p > q < —q——p

En términos mas sencillos, decir:

“Si es lunes entonces voy a estudiar”, es lo mismo que
decir“sino voy a estudiar entonces no es lunes”

Verifiqguemos la equivalencia anterior haciendo uso
de las tablas de verdad.

P19 9| —-P|P>9 ] g9—>P - gqQ—>-p
AR f f v v v
v|f v f f v f
flv f v v f v
flf v v v v v

(1) (2) 3)

En la tabla anterior podemos observar que el directo
y el reciproco (1 y 2) no tienen el mismo valor de
verdad; mientras que el directo y el contra reciproco
(1 y 3), sitienen el mismo valor de verdad; hecho que
permite verificar la propiedad anterior.

El Bi condicional

Dada una proposicion “p” y una proposicion “q”
(simples), su bi condicional sera simbolizado por “p~q”
(compuesta), y se lee, psiy solosiq.

Ejemplo:

p: Un triangulo es equilatero

g: Un triangulo tiene sus tres lados iguales.

p < q:Untriangulo es equilatero siy solo sitiene

tres lados iguales.

Todobicondicional se puede descomponeren

dos condicionales de la siguiente manera:

“x Es un numero par si y solo si es multiplo de dos”,
entonces lo podemos escribir como “Si x es un
namero par entonces x es multiplo de 2”y “si x es
multiplo de 2 entonces x es par”, por lo tanto:

p<>q Lopodemos escribircomo (p —q) A(q —>p)

Veamos la siguiente expresién:

“Si gano el examen de admision de la universidad de
Antioquia entonces puedo estudiar alli la carrera que
escogi” y “Si puedo estudiar en la universidad de
Antioquia la carrera que escogi entonces fue por que
gané el examen de admisién “, es lo mismo que
decir: “gano el examen de admision de la universidad
de Antioquia, si y solo si puedo estudiar alli la carrera
que escogi”

Veamos entonces la tabla de verdad del
bicondicional.
P |4 (P—>a) A @—op) |P4
v v v v v v
v f f f Vv f
f Vv v f f f
f f Vv v v v
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Cuando las proposiciones que intervienen tienen el

mismo valor de verdad, se dice que el bicondicional

es verdadero y se dice que las proposiciones son

l6gicamente equivalentes.

Si el valor de verdad de un bicondicional es siempre

verdadero y las proposiciones estan légicamente

relacionadas podemos afirmar que el bicondicional es

una doble implicacion o equivalencia y

simbdlicamente lo representamos por p <¢q

Veamos los siguientes ejemplos:

1. Un tridngulo es equilatero si y sbélo si es
equiangulo.

2. x es un numero par siy solo si es multiplo de dos

3. Hoyesviernessiysolosi x =4.

Los tres primeros son ejemplos de equivalencias y el

ultimo simplemente es un bicondicional.

TALLER

I. Senala con S si la proposicion es simple y C si la
proposicion es compuesta.

La comida ser& hoy a las 6:00 en punto.

La musica es muy suave o la puerta esta cerrada.
ElpreguntaporsupipaysesientaaverTV. C

.Luis es unbuenjugador o estaba afortunado..
Muchos estudian Idgica y la entienden facilmente
entonces ganan las evaluaciones.

Sales el sdbado si y solo si cumples con todos
tus deberes.

7. EI3 es primoy el 6 es multiplo de 3.C

A A

o

Il. Con lasproposiciones:
p= Luis ha venido demasiado tarde.

g= Juan ha venido demasiado temprano.
r= Elsenor Pérez esta enfadado.

Escribir de manera simbdlica las proposiciones
compuestas que aparecen a continuacién, haciendo uso
de los conectores logicos:

8. Si Luis ha venido demasiado tarde y Juan demasiado
temprano, entonces el sefior Pérez esté enfadado.
9. Si Luis ha venido demasiado tarde o Juan demasiado
temprano, entonces el sefior Pérez no eta enfadado.
10. Si Luis ha venido demasiado tarde y Juan no ha
venido demasiado pronto, entonces el sefior Pérez
no esta enfadado.

11. Si el sefor Pérez estd enfadado, entonces Luis
ha venido demasiado tarde o Juan demasiado

temprano.
12. Si el sefor Pérez no estda enfadado,
entonces Luis Ha venido demasiado

tarde y Juan demasiado temprano.

lll. Traducir las siguientes proposiciones en
palabras, empleando las condiciones del
ejercicio anterior.

1. pA—qg— —r 2.p—>—qVr
3—|p/\—|qv—|r

Para establecer el valor de verdad de una proposicion
compuesta se hace necesario conocer el valor de verdad
de las proposiciones simples e identificar el conector
dominante o principal. Por ejemplo:

Si se tiene la proposicion (—p A ¢) <> (p > —r) y
supongamos que “p” es falso, “q” es verdadero y “r’ es
verdadero, entonces el conector dominante es el
bicondicional y el valor de verdad de la proposicion es

verdadera (compruébalo).

4IQ(—)—|V

Pero es posible que no se conozca un valor de verdad
especifico para cada proposicién por lo que se hace
necesario elaborar una tabla de verdad que nos indique
todas las diferentes combinaciones de valores de verdad
que se pueden presentar. Las combinaciones de valores
de verdad dependen del niumero de proposiciones
dadas, asi:

Paraunaproposicion, tenemos 2' combinaciones.

Para dos proposiciones, tenemos Para tres proposiciones,
tenemos combinaciones.

Paranproposiciones, tenemos?2”

Veamos un ejemplo:

2’ combinaciones.

»3 combinaciones.

Sealaproposicion (—prq)e (p—>—r)
determinemos la tabla de verdad

Como hay 3 proposiciones (p, q y r), el nimero de
combinaciones es 2° -8

plqiri (=p A~ q| < | (p > —r)
VIV|V] F | F V V | V]FJ[F
VIV|F| F | F V F I V[V V
VIF|V] F | F F V | V| F | F
VIF|F| F | F F F I V|V V
FIVIV] V [V Vv V | F| V]| F
FIVIF| V [ V Vv V | F | V]|V
FIFIV] V [ F F F | F [ V] F
FIFIF| V [ F F F I F V|V

1 | 3 RESPUES TA 4 | 2

Nota: los nimeros de la parte inferior de la
tabla, indican el orden en que se ha elaborado
lamisma.
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IV.Solucionar los siguientes ejercicios:

13. Si se sabe que “p” es falso, “q” es verdadera y
‘r es verdadera. ¢;Cual sera el valor de
verdad de la proposicion g — (p Ar)?

14. Si el valor de verdad de la proposicién g —
—p es falso, entonces ¢cual sera el valor de
verdadde —gAp?

15. Sesabe que verdad de —p v ¢ es falsa. Por lo
tanto, elvalordep<«<>qges___

16. Se sabe que —p <> ¢ es verdadero. Por lo
tanto, p > —ges.

17. Se sabe que g A —r es verdadero. Por lo

tanto g —> (p A r) es____

V. Sabiendo que “p” es falsa, “q” es verdadero y “r’
es falso, hallar el valor de verdad de las siguientes
proposiciones nucleares.

a.—|(p—>—|q)<—>(p/\q) b.p—)(q/\r)

c. ~q > (—prq) d. (—pA—q)>(pvr)
VI.SELECCION MULTIPLE
18. Si el valor de P (F),de Q (V),de R (V) Y de S (F),
el enunciado verdadero es:
A) (RA=S)v(PAQ) B) Q—-P
C)R&(P—Q) D)Q—->-(RAQ)
19. SiP (V) y Q (V), el enunciado falso es:
a.(QvR)—>P b.-(PAQ)& -
Q
c.-PAR)—>R d-(P-Q AR
20. SiP (F) Y Q (F) el enunciado falso es:
a-Q->(-PA-Q) b.-Q—>(=Pv-P)
c.P>(QA-P) dQA=-(=Pv=-Q)
VIl. SeanP,Q,R yS formulas. Sise sabe Unicamente que

p es verdadero ;qué puede afirmarse del valor
de verdad de cada una de las proposiciones

siguientes?
21.PAQ 22.RvP
23.8»>~P 24.P>(SA-P)
25.(PvS)>(Qa~P) 26.Sv~P

VIII.SEAN P, Q Y R FORMULAS, ENTONCES:

27.(RvP)— (Q AP)esfalsayP esverdadera, ;Qué
puede afirmarse de Ry Q?

28. SiQ - (QAaP) esverdadera,yP esfalsa ;Quépuede
afirmarse de Q?

29.Si(RAP)—> (QAP)esfalsa, ;Qué puede afirmarse de
P, QyR?

30. SI(QAR)— (P AQ) AResfalsaQuépuede afirmarse
deP,QyR?

31.8Si (PAQ) —» [(R<>~P)—S] esfalsa ¢ Qué puede
afirmarsede P,Q,RyS?

IX. Determine el valor de verdad de las siguientes
proposiciones:

32.[(zv O —ple> [~(7V OV —p]
33. (—on)> (71— p)
34 (an—=ON (> p)

35. (v ©)—> —plIA [~(7v OV —p]

TAUTOLOGIAS Y CONTRADICCIONES

Una proposicion compuesta es una tautologia si es

verdadera para todos los valores de verdad que se

asignen a las proposiciones simples que la

componen.

Una proposicién compuesta es una contradiccion si
es falsa para todos los valores de verdad que se
asignen a las proposiciones simples que la
componen.

Por ejemplo la proposicién (—p A —q) <> (p v ¢) es
una contradiccion. De manera analoga la proposicién

(p = q)v (p A —q) es una tautologfa.

(Verificar las dos informaciones anteriores).

Una proposicion compuesta que no es tautologia ni

contradiccién se llama contingencia

Actividad: De acuerdo con los conceptos anteriores,

clasifigue cada una de las proposiciones compuestas

del ejercicio anterior.

XI. DADAS LAS PROPOSICIONES SIMPLES:

36. p: Verdadera q: Falsa r: Verdadera Qué valor debe
tomar X para que la siguiente proposicion compuesta
seaVERDADERA:

X=>{p—->@v-nNr-(q—>p}

A. X debe ser verdadera.

B. X debe ser falsa.

C. X puede tomar cualquier valor de verdad.

D. No es posible determinarlo.

37. PROBLEMAS DE APLICACION

De acuerdo con la siguiente

responda las preguntas 1y 2.

La figura muestra cuatro tarjetas, todas ellas
tienen dibujado por una cara un triangulo y por la
otra cara un circulo. Ahora bien: tanto los
triangulos como los circulos pueden ser de dos
colores: rojos o0 azules.

Alguien ha hecho un enunciado general que
pretende ser verdadero de estas cuatro tarjetas.

OO,

informacion,
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38.

e

500wm>

Si el enunciado dice asi. “En todas las tarjetas hay
un triangulo rojo y un circulo azul’, entonces las
tarjetas que habria que levantar para averiguar si el
enunciado proferido por esa persona es verdadero o
falso es:

Todas

1y4

2y 3

Ninguna

. Si el enunciado es: “En todas las tarjetas hay un

triangulo rojo o un circulo azul’, entonces para
comprobar la veracidad del enunciado dado,
debemos levantar las tarjetas:

Todas

1y3

2y3

2y4

.DESCRIBA COMO SE DEBE REALIZAR EL

CIERRE DE LAS COMPUERTAS A, B DEL
CIRCUITO PARA QUE HAYA PASO DE
CORRIENTE ENTRE LOS PUNTOS 1y 2.

A7
_E&/_E.,

A. Se debe cerrar A o0 B.
B. Se debe cerrar Ay B.
C. Sise cierra A entonces se debe cerrar B.
D. Se cierra A siy solo si se cierra B.
41.
;1'«/ B /n
A. bje clerraAy B. 2
B. Se debe cerrar A o B.
C. Sise cierra A entonces se debe cerrar B.
D. Secierra Ay solo si se cierra B.
De acuerdo con la siguiente informacién responda las
preguntas 42 Y 43

fuente de corriente

e

En

8

bombilla

A /

c w

la figura se muestra un circuito que consta de tres

switches A, B, C donde cada switch presenta dos estados:
cerrado (permite el paso de corriente) o abierto (no permite el
paso de corriente) La bombilla se enciende si por ella circula
corriente

42. Si la bombilla esta encendida, entonces

A. Los switches A o B estan cerrados

B. Los switches B y C estan cerrados

C. El switch A esta cerrado y el switch B o C

también lo estan.

D. Elswitch A o el switch C fue cerrado

43. Cerrar los switches A y C es una condicion

A. necesaria pero no suficiente para encender la

bombilla

B. suficiente pero no necesaria para encender la

bombilla

C. necesaria para encender la bombilla

D. suficiente y necesaria para encender la
bombilla.

. Guillermo le promete a su esposa “si me gano la
loteria, entonces te compro una casa’ la
premisa en la cual Guillermo incumple su
promesa es:
se gano la loteria y le compro la casa
no se gano la loteria y le compro la casa
se gand la loteria y no le compro la casa
no se gano la loteria y no le compro la casa.

Para ingresar al comité deportivo del politécnico se

requiere practicar algun deporte o tener tiempo

disponible fuera de clases, pacho, Claudia, Andrés

y Estefania se presentaron como candidatos

% Pacho satisface dos necesidades.

% Claudia practica atletismo pero no dispone de
tiempo fuera de clases.

% Andrés no practica ningun deporte,
dispone de tiempo.

« Estefania no satisface ni la primera ni la
segunda condicion.

. Los que fueron admitidos al comité son:

Claudia, Andrés y pacho.
Estefania y Claudia
Claudia, Andrés y Estefania

Pacho y Estefania.

. Si P es una proposicién verdadera, entonces es
posible concluir que la proposiciéon (P v Q) es
verdadera porque:

A. la proposicion que siempre es verdadera, y
como p es verdadera entonces (P v Q) también
lo sera.

B. la disyuncién equivale a la letra “0” que posibilita
escoger entre una proposicion verdadera o falsa

C. para que una disyuncién (P v Q) sea verdadera
basta con que una de las proposiciones P 0 Q
sea verdadera, sin importar el valor de verdad
de la otra

D. como P es verdadera, entonces Q también debe

serlo y por tanto se concluye que (P v Q) es

verdadera

OCoOw>

pero
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PROBLEMAS DE VERDAD Y MENTIRA

Al igual que en la teoria de circuitos, existen
otros tipos de problemas que muestran la
importancia practica de la l6gica simbdlica dentro
de la vida diaria. Estos problemas son conocidos
como “problemas de verdad y mentira” para su
solucién es importante tener un buen manejo de
los diferentes conectivos légicos

La coordinadora de convivencia de un colegio
interrogé a cuarto alumnos sospechosos de
haber cometido un robo, obteniendo las
siguientes declaraciones:

Claudia dijo que Claudio es el ladron. Claudio
dijo que Daniela es la ladrona. Daniel dijo que no
era el ladrén.

Daniela afirma que Claudio miente al decir que
yo soy la ladrona.

47.Sabiendo que uno de los cuarto es el ladron y
que de sus declaraciones so6lo una es
verdadera y las demas falsas, el que dice la
verdad y el ladron son respectivamente:
Claudia y Claudio
Daniel y Daniela
Claudio y Daniela
Daniela y Daniel

.Conociendo que wuno de los cuatro
sospechosos es el ladrén y que de sus
declaraciones solamente una es falsa y las
otras verdaderas, el ladrén es:

Claudia
Claudio
Daniel

Daniela

.Un radio fue robado de una tienda; la
propietaria estaba segura de que Alberto,
Carlos, Omar o Diana, habian robado el
equipo, cada persona en su momento hizo
una declaracién pero solo una de las 4
declaraciones era verdadera, Alberto dijo:”yo
no robe el equipo” Carlos dijo “Alberto
miente” Omar dijo: “Carlos miente” Diana dijo
“lo robo Carlos”

* ¢ Quién dijo la verdad?
*¢,Quién robo el radio?
Alberto, Omar

Omar, Diana

Carlos, Alberto

Diana, Carlos

i

H590W>

ODOWP &

Algunas leyes del algebra proposicional

Ley de la doble negacidn

Seapunaproposicion, entonces —|(—|p)<:>p
Leydeltercerexcluido (pv—p)<(v)
Leyde contradiccion (p A—p)< (f)
Definicién alterna del condicional.

p—q Es equivalente a —pvp

LeyesdeD’'morgan

Sean “p” y “q” dos proposiciones, entonces:

a. —(prg)e (v —9)

b. —l(pVQ)<:> (—|p/\ﬁQ)

C. —|(p —>q)<:>(p /\—|q)

d. —(p & q) = (pr—g)vgr-p)

Eliminacidon del implicador o Modus Ponens: De
una implicacién y su antecedente tomados como

premisas, podemos concluir que el consecuente es
necesariamente verdadero

pP—q

Modus Tollens: de una implicacion y la negacién de
su consecuente, tomadas como premisas, podemos
concluir la negacién del antecedente.

pP—>q
q

-
El modus tollendo ponens o silogismo disyuntivo
establece que, si se nos dice que al menos una de
las dos proposiciones es verdadera; y también se nos
dijo que no es la primera la que es verdadera; se
puede inferir que debe ser la Ultima la que es
verdadera. Es decir, si P 0 Q es verdadero y P es
falso, entonces Q es verdadero.

El modus tollendo
formalmente como:

PV Q,~P
Q@

ponens puede escribirse
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modus tollendo tollens: La regla de inferencia
modus tollendo tollens establece que si una primera
afirmaciéon implica una segunda afirmacion; y la
segunda afirmacion no es verdadera; se puede inferir
que la primera no puede ser verdadera. Es decir, si

p implica g y q no es verdadera entonces p no es
verdadera. Esta regla se puede afirmar formalmente
como:

P — Qj —|Q

P

Modus ponendo tollens:Es una regla de
inferencia vélida de la logica proposicional. El
modus ponendo tollens establece que, si no es
posible que dos términos sean simultaneamente
verdaderos; y uno de ellos es verdadero;
entonces se puede inferir que el otro término no
puede ser verdadero.

El modus ponendo tollens puede escribirse
formalmente como:

(PAQ),P
-Q

Un ejemplo de modus ponendo tollens es:

Alejandra y Barbara no pueden ganar ambas la
carrera.

Alejandra gané la carrera.

Por lo tanto, Barbara no puede haber ganado la
carrera.

REGLA DE SIMPLIFICACION (S):Regla que se
aplica a proposiciones unidas con "&”. Como ambas
premisas son ciertas por tanto la conclusion también
lo sera es por ello que esta regla nos permite pasar
de una conjuncién a cada una de las proposiciones.

P&Q pgq (P = M& ~Q (p _M& -qQ

(P — M - Q
Ejemplo

Una sociedad es una coleccion de individuos que
buscan una forma de vida y la cultura es su forma de
vida.

S: Una sociedad es una coleccion de individuos que
buscan una forma de vida
C: la cultura es su forma de vida

En la primera concluimos que Una sociedad es una
coleccién de individuos que buscan una forma de
vida, y en la segunda que en una sociedad la cultura
es su forma de vida.

Regla de adjuncién (A): Teniendo dos premisas y
sabiendo que ambas son ciertas podremos decir que
su conclusion va ser cierta.

P P
Q Q
- P&Q ~Q&P
Ejemplo:

Esta inferencia es valida. Aquella no es valida
P: esta inferencia es valida
Q: Aquella es valida.

P

Q

P& Q

En conclusién esta inferencia es valida y Aquella es
valida.

Ley del silogismo hipotetico (HS)

Para ala aplicacion de esta ley debemos tener como
requisitos dos proposiciones condicionales 'y
comprobar que una antecedente de una de las
condicionales coincida con el consecuente de la otra
, para dar como conclusién otra condicional cuyo
antecedente es el otro antecedente de una de las
premisas y cuyo consecuente es el consecuente de
la otra premisa.

P_Q PVM—T&Q
Q—R T&Q— -R
PR :PVM—-R

EJ: Si el agua se hiela, entonces sus moléculas
forman cristales. si las moléculas forman cristales ,
entonces el agua aumenta de volumen

H: el agua se hiela
M:sus moléculas forman cristales
A: el agua aumenta de volumen

—

M— A

cH—=A

En conclusion Si el agua se hiela, entonces el agua
aumenta de volumen.
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Ejercicios 50 a la 52.

50. Expresar las siguientes oraciones en forma
simbdlica, negarlas y Iluego transcribirlas al
lenguaje ordinario.

a. La logica es facil o le gusta a los estudiantes.

Jacinta canta y es feliz

c. Si Cata es buena estudiante, entonces no falta a
clase.

d. Luis esta mal relacionado si y solo si anda
consumiendo drogas.

51.Imaginémonos la siguiente situacién: un

muchacho esta viendo televisién, oye a su padre

que dice: “si llueve me quedaré en casa” poco

tiempo cuando termina el programa, mira a una y

otra habitacién y descubre que su padre se ha

ido. sin mirar al exterior que puede concluir

que su padre se ha ido

que llovié

que no llovié.

que su padre no se haido

. Los perros que tienen las orejas largas, tienen la

cola corta. A los perros que persiguen los

conejos, nunca les da rabia. Los perros que no

persiguen a los conejos tienen la cola larga.

Tarzan era un perro. Si Tarzdn murié de rabia,

¢,como tenia las orejas?

Ejercicios 53 al 55
SEAN LAS PROPOSICIONES:

p: Pedro va al colegio.
: Pedro estudia matematicas

o

CoOow>

q

a. Laproposiciéon ~ (P —~Q) es equivalente a:

A. Si Pedro no va al colegio entonces no es cierto
que estudia matematicas.

B. Si Pedro no va al colegio, entonces no

estudia matematicas.

C. Pedro va al colegio y estudia matematicas.

D. No es cierto que si Pedro va al colegio
.,entonces estudia matematicas

La proposicién ~ (~ p) equivale a: Pedro no va al

colegio

es cierto que Pedro nova al colegio

Pedro va alcolegio

Pedro estudia matematicas

4. laproposicion ~P v Q equivale a:

Si Pedro va al colegio, entonces

estudia matematicas.

B. No es cierto que Pedro va al colegio, entonces
estudia matematicas.

C. Pedrovaalcolegioono estudia matematicas.

D. Pedrovaalcolegioy no estudia matematicas.

53.

0w

> o1

55. el contra reciproco del enunciado “si Alberto es
el hijo de gloria, entonces gloria es la mama de
Alberto” es:
A. SiGloria es la mama de Alberto, entonces Alberto
es el hijo degloria.
B. Si Gloria no es la mama de Alberto, entonces
Alberto no es el hijo de gloria.
Alberto es el hijo de Gloria y gloria es la mama
de Alberto.
D. Alerto es el hijo de Gloria y gloria no es la mama de

Alberto.
56. Del enunciado “sillueve entonces hace fri6” podemos
decir:
A. Hacerfrié escondicion suficiente paraquellueva.
B. Sillueve necesariamente hace frié.
C. Lloverescondiciénnecesariaparaque hagafrio.
D. Lloverescondicion suficiente para que haga fri6
57. Del enunciado “si madrugo entonces llego temprano”
podemos afirmarque:
A. Madrugar es condicion necesaria para llegar
temprano.
B. Madrugar es condicién suficiente para llegar
temprano.
C. Llegar temprano es condicion suficiente para
madrugar.
madrugar es condicion suficiente y necesaria.
58.Lanegacion delenunciado (R — —T) es:
AL "R->T
B. RAT
C. "R—-"T
D. =RAT

. El enunciado “si llueve, entonces hace frio”
es equivalente a:
si hace fri6 entonces llueve.
si no hace fri6 entonces no llueve.
llueve y no hace frié.
sino hace fri6 entonces llueve.

.Si la enmienda no fue aprobada, entonces, la
constitucion queda como estaba. Si la constitucidn
queda como estaba, entonces no se puede anadir
nuevos miembros al comité. O podemos anadir
nuevos miembros al comité o el informe se retrasara
unmes.Peroelinformenoseretrasaraunmes. Por
tanto:
la enmienda fue aprobada.
la constitucién queda como estaba.

La enmienda no fue aprobada.
. Nopodemos afadirnuevos miembros alcomité.
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61.

200>

KO0m >

Ooom>

o ow »

Si Marcela digita bien, entonces Alejandro o
Edwin entregaran el trabajo a tiempo. Pero
Marcela digito bien y Alejandro no entrego el
trabajo a tiempo. Por tanto:

Marcela no entreg6 el trabajo.

Edwin también digit6 el trabajo.

Edwin entreg6 el trabajo a tiempo.

Edwin no entreg6 el trabajo a tiempo.

. Si Guillermo organiza los alumnos a tiempo,

entonces las listas de los grupos se haran
rapido. Las planillas las digita Alejandro o las
planillas las digita Camila; pero si Nicolas
discute Camila no las digita. Si las listas de
los grupos se hacen rapido entonces no habra
problemas en la institucion. Pero si Alejandro
digita, habra problemas en la institucion.
Guillermo organiza los alumnos a tiempo, por
tanto:

Hay problemas en la institucion.

Nicolas no discute

Las listas no se hicieron rapido.

Camila no digita las planillas.

. Si los precios son bajos, entonces los salarios

son bajos. Los precios son bajos o no hay
control de precios. Si no hay control de
precios entonces hay inflacion; pero no hay
inflacién por tanto:

No hay control de precios.

Los salarios son bajos.

Los salarios no son bajos.

Los precios son altos.

. Si el comportamiento de las estudiantes es

ejemplar entonces los profesores escuchan
sus sugerencias. O los profesores no
escuchan las sugerencias de las estudiantes
o el coordinador atiende a los padres de
familia. Por otra parte si el coordinador
atiende a los padres de familia entonces la
rectora dirige la reunién. Pero la rectora no
dirigi6 la reunién por tanto:

Los profesores escuchan las sugerencias de
las estudiantes

El coordinador atiende a padres de familia.

El comportamiento de las estudiantes no es
ejemplar.

El comportamiento de las estudiantes es
ejemplar.

65.DEMOSTRAR =S
T—-R
R — S

66. Demostrar Q

S — (PVQ)

S

-P

67. DEMOSTRAR - P
P—-Q

—RVT

- T

68. DEMOSTRAR S AT
P—S
P—>T

69.DEMOSTRAR - P
P—Q

-QVR

R—S

- S

70. DEMOSTRAR U
PA-T

ST

sSvaQ

QAP)—-U

CUANTIFICADORES

CUANTIFICADOR UNIVERSAL: Vx, P(x)
vx (PARA TODO X). (Todo- cualquiera-cada)
CUANTIFICADOR EXISTENCIAL: 3x, p(x)

3x (existe un x). (algun-algunos-algo-hay).

NEGACION DE CUANTIFICADORES
~(VX, p X) <3x,~px
~(3X, pXx )< VX,~pX

—(3x, px ) ningin-ninguno-nada-nadie-es
equivalente a VX,—pX.
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Ejercicios.
71. Simbolizar los siguientes enunciados:
Todo es perecedero.
Hay marcianos.
Alguien no es perfecto. No hay cosas solidas.
Nada se mueve.
No todo es perecedero.
Nada es perecedero.
Algunos gobiernos no respetan la libertad
. Los enunciados que aparecen a continuacion,
expresarlos de manera simbdlica, negarlos y
luego expresar esta negacion en el lenguaje
ordinario.
A. Algunos hombres son sabios
B. Todos los miembro del comité vienen en esta
ciudad
C. Algunos alumnos estudian légica
D. Ningun perro es anfibio
El enunciado “ningun hombre es inerte” es
equivalente a:
A. Algunos hombres no son inertes.
B. Algunos hombres son inertes.
C. Todo hombre no es inerte.
D. Todo hombre es inerte.

74. La negacion del enunciado “Algunos estudiantes
son deshonestos” es.

A. Todos los estudiantes son deshonestos.

B. Todos los estudiantes son honestos.

C. Algunos estudiantes son honestos.

D. No todos los estudiantes son deshonestos.

75. La negacion del enunciado “ningun animal
piensa” es.

A. Todos los animales piensan.

B. Todos los animales no piensan.

C. Algunos animales piensan.

D. Algunos animales no piensan

. El' enunciado “nada es imposible para el hombre”
es equivalente a:
todo es imposible para el hombre.
algo es imposible para el hombre.
todo es posible para el hombre.
.algo es posible para el hombre

. La negacion del enunciado “nadie es eterno” es:
alguien es eterno.
alguien no es eterno.
todos son eternos.
todos no son eternos.

SOMMoOm>

73,

COm>»0OW>

78. La negacion de la proposicion “todo numero primo

es impar” es:

Ningun numero es primo es impatr.

Ningun numero primo es par.

Existen nUmeros primos que son impares.
Existe un nimero primo que es par.

Para demostrar que el enunciado “todo numero
real es racional” es falso bastara probar que:
Existen infinitos reales que son racionales.
Existen algunos numeros reales que son
racionales.

Existen numeros racionales que son reales.

V2 esirracional.

.El enunciado “todos los numeros reales son
racionales” es falso. Por tanto es verdadera la
proposicion:

. Algunos numeros racionales no son reales.

. Ningun namero racional es real.

. Todos los numeros reales son irracionales.

. Algunos numeros reales son irracionales.

1. Todos los numeros impares no son multiplos
de dos”. Otra forma para este enunciado es:
Algunos impares son multiplos de dos.

Algunos impares no son multiplos de dos.
Ningun impar es multiplo de dos.
Ningun impar es no multiplo de dos.

. La negacion del enunciado “ninguna persona es
solidaria” es equivalente a:

A. No todas las personas son solidarias.

B. Todas las personas son solidarias.

C. C.Todas las personas son poco solidarias.

D. Algunas personas son solidarias.

83. La expresidén "no es cierto que hay fantasmas"
es equivalente a:

A. Algunos son fantasmas
B. Todos son fantasmas

C. No existen fantasmas.

D. Existen fantasmas.

84.La negacioén del enunciado "algo no es mortal" es

equivalente a decir:

A. Todo es mortal.

B. Todo es inmortal.

C. .Algo es inmortal

D. Nada es mortal
85. La negacién del enunciado "Algunos cientificos
estan locos" es equivalente a decir:

Todos los cientificos no estan locos.

Todos los cientificos estan locos.

Algunos cientificos no estan locos.

No todos los cientificos estan locos.

coOmp

00 wp

CoOmw>
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oW
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DIAGRAMAS LOGICOS

Son representaciones gréaficas, que relacionan
diferentes grupos o especies mediante una relacion
determinada. Algunas de las relaciones pueden ser
expresadas mediante el uso de cuantificadores los
cuales pueden ser de caracter universal (todos,
ninguan) o existencial (Algun, Algunos).

Existen diferentes relaciones entre las especies
dadas, estos son algunos de los casos

mas frecuentes:

“Todo A es B”

‘

Indica que una especie esta totalmente contenida en
la otra, pero no viceversa.

“Algunos A son B”.
“Algunos B son A”

Indican que ninguna de las dos especies esta
totalmente contenida en la otra, pero que las dos
tienen miembros en comun

Similar al diagrama anterior, podemos concluir de
este diagrama que “Algunos A no son B”

“NingunAesB”
“TodoAnoesB”
Indica que no
tienen miembros
en comun

56

[{e]

A partir de los siguientes diagramas, escoger uno solo
uno que ilustre la mejor relacion entre tres especies
dadas.

B.

O

(00

°lc@©)

(&I
@

@

86.Religiosos, musulmanes, catélicos.

A. AA

B. B.B

C. CC

D. D.D

87.Deportistas, beisbolistas, administradores.
A. A

B
C
E
8.Bachilleres, trabajadores, desempleados.
A
B
E
F

COwW>»>00W

(0]

9.Numeros naturales, nimeros enteros y ndmeros
eales.
A

-

oOw>

B

D

E

0.Jugadores de baloncesto, jugadores de voleibol,
jugadores de futbol.

A

B

C

E

oOw>
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91. Autos, alimentos y personas.

A G

B. B

C. D

D. E

92. NUimeros pares, numeros reales, conectivos
l6gicos.

A A

B. B

C. D

D. E

93. Estudiantes que viven en Bello, estudiantes que

viven en ltagli, estudiantes que viajan en metro.

E

F

A

. G

4. Todos los cientificos estan locos. Algunos locos

estan en el manicomio. Lo anterior puede ser

representado por:

A

B

C

E

Senalar el diagrama que mas identifiqgue el enunciado

del ejercicio:

cOow>

©

oCOow>»

95. Ningun politico es no corrupto.
A. B.

96. No todas las Matematicas son aburridas

97. Algunos estudiantes son revolucionarios.

A B.

C. D.
'

98. No es cierto que: Todos los administradores
son gerentes.

o
.
o

99. No es cierto que, todos los indigenas son de
Colombia.

36. A. B.

-8
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Para las siguientes premisas, halle con la ayuda de
diagramas la deducciéon o conclusion que pueda
sacarse de ellas.

100. Todos los nifios son ingenuos, por tanto

A. Todos los ingenuos son nifios.

B. algunos nifios que no son ingenuos son adultos.
C. Todos los adultos no son ingenuos.

D. Algunos adultos no son ingenuos.

101.  Ningun pais desarrollado no tiene agua, por
tanto

A. Algunos paises desarrollados no tienen agua.

B. Ningun pais desarrollado tiene agua.

C. todo pais desarrollado no tiene agua

D. todo pais desarrollado tiene agua

102.  Algunos santos fueron martires, por tanto
A. todos los santos fueron martires

B. todos los no martires fueron no santos.

C. algunos santos fueron martires

D. algunos martires no fueron santos

103. Ningun espia es periodista.
periodista.

Deduccién

A. usted es espia

B. usted no es espia

C. los espias son periodistas

D. algunos periodistas son espias

104. sean S, P,y M categorias Ningun M es P
Todo S es M La Unica falsa es

A. alginMes S

B. todoPnoesS

C. es falso que ningun M es S.

D. algin SesP

105. Todo lo que se aparta de las leyes es un
delito. Todas las cosas que ocurren por azar se
apartan de las leyes. Deduccién

algunas cosas que ocurren por azar son delitos
ninguna cosa que ocurra por azar es delito
ninguna cosa que ocurra por azar se aparta de la
ley

. todas las cosas que ocurren por azar son delitos
106. Sean P, M,y S categorias Todo M es P

Todo P es S La Unica falsa es

A. alguinSesP

B. ningun P noes M

C. algin Ses M

D. TodoMesS.

107. Todos los universitarios son
Ningun ledn es inteligente. Por tanto

A. todos los leones son universitarios

B. ningun ledn es universitario

C. no es cierto que algunos

D

Usted es

o owp

inteligentes.

leones no son
universitarios
. algunos leones son universitarios

108.  Ningun logico es inteligente, las personas

simpaticas son inteligentes. Deduccion

A. algunos légicos son simpaticos

B. algunos l6gicos son inteligentes

C. ningun l6gico es simpatico

D. todos los légicos son simpaticos

109. Todos los remedios son formulados por el
médico. Algunos alimentos no son formulados
por el médico. Deduccion

A. ningun remedio es alimento

B. algunos alimentos no son remedios

C. todos los alimentos son formulados por el medico

D. ningun alimento es remedio

Todos los anarquistas son partidarios de la
fuerza y la violencia. Todos los militares son
anarquistas. Deduccién
A. todos los militares son partidarios de la fuerza y la
violencia
ningun anarquista es militar
algunos militares son partidarios de la fuerza y la
violencia
ningun violento es anarquista

111. Todas las cosas buenas son producto del
alma. Toda la tecnologia es una cosa buena.
Deduccién

A. todo lo que es producto del alma es tecnologia

B. ninguna tecnologia es producto del alma

C. todo lo que es producto del alma es bueno

D. toda la tecnologia es producto del alma

112.  Todos los amigos de pedro son chicos que
juegan baloncesto. Todos los chicos que juegan
baloncesto son altos. Deduccién

A. algunos amigos de pedro son altos

B. ningun jugador de baloncesto es alto

C. todos los amigos de pedro son altos

D. ningun amigo de Pedro es alto.

O oW

113.  Ningun estudiante es perezoso. Juan es un
artista, todos los artistas son perezosos.
Deduccién

A. Algunos estudiantes son perezosos

B. Juan no es estudiante

C. Algunos estudiantes no son perezosos

D. Juan es estudiante

114. Todos los médicos son deportistas. Los
coleccionistas de estampillas son personas
timidas. Beatriz es médica. Ninguna persona
timida es deportista. Deduccién

algunas personas timidas son deportistas

todos los coleccionistas de estampillas son
deportistas

Beatriz no colecciona estampillas

Algunos médicos coleccionan estampillas

oo wp
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115. todos los abogados son ricos. Los poetas
son caprichosos. Marcos es abogado.
Ningun caprichoso es rico. Deduccién

A. Marcos no es poeta

B. algunos abogados son poetas

C. algunos caprichosos son ricos

D. todos los ricos son abogados

116. los pastores son perros. Los perros son
mamiferos. Ningun mamifero pone huevos. Por
tanto

A. Todos los pastores no ponen huevos

B. algunos pastores son mamiferos

C. los pastores son oviparos

D. algunos mamiferos no ponen huevos

117. algunos médicos son deportistas, algunos

musicos son médicos. Todos los musicos son

deportistas. Deduccion

ningun musico hace deporte

algunos musicos no hacen deporte

ningun médico es deportista

ningun musico no es deportlsta

Para las siguientes premisas, halle con la ayuda

de diagramas la deduccién o conclusion que

pueda sacarse de ellas.

118. Algunos compositores son cantantes;

todos los compositores son aficionados a la

musica, por tanto:

Todos los aficionados a

cantantes

Todos los cantantes son aficionados a la

musica

Algunos cantantes son aficionados a la

musica

Todos los cantantes no son aficionados a la

musica

119. Todos los belgas son altos. Todos los
ciclistas son altos. Algunos belgas son
ciclistas. Ningun alto es rapido, por tanto:

A. Algunos belgas son lentos.

B. Ningun belga es rapido.

C. Los ciclistas son rapidos.

D. Algunos belgas son rapidos.

120.  Ningun profesor es bien pago. Alberto es
abogado. Todas las personas humildes son
profesores. Todos los abogados son bien
pagos, por tanto:

A. Ninguna persona humilde es bien paga.

B. Todos los profesores son bien pagos.

C. Algunos abogados son profesores.

D. Alberto es humilde

cow>

la musica son

o o w »

121.

Estudiantes

Segun el siguiente diagrama de venn, el
argumento valido que lo representa es.

Varones

Perezosos

todos los estudiantes son inteligentes, algunos
perezosos son mujeres. Por tanto, algunos
estudiantes y varones son perezosos.
Algunos varones son perezosos.
estudiantes son varones, por tanto
estudiantes son perezosos

Ningun perezoso es estudiante.
estudiantes son varones, por tanto
varones son perezosos

d. Todos los varones son perezosos. Algunos
estudiantes son varones, por tanto hay
estudiantes perezosos que no son varones.

Algunos
todos los

Algunos
todos los
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4.- PROBLEMAS DE LA LOGICA MATEMATICA.
Los problemas de la Logica Matematica, en una
primera instancia, son los RAZONAMIENTOS en su
mas pura acepcion. Es decir, no como un proceso
simple de evocacion o de recuerdo, sino como un
proceso  BIEN  estructurado, formado  por
proposiciones en el que el resultado final debe ser
algo util para que tenga sentido.

Es de todos sabido, y alguna vez hemos hecho uso
de tal recurso, que cuando queremos desacreditar o
rechazar algo, el recurso inmediato es decir que ese
algo “NO TIENE LOGICA”. Lo que esto significa,
desde el punto de vista l6gico, es que ese algo que
estamos rechazando no puede soportar un proceso
riguroso de analisis l6gico, hecho a partir y con los
conocimientos que asumimos todos poseemos.

En todo caso, aceptar o rechazar el conocimiento
que continuamente nos esta llegando y ante el cual
forzcosamente tenemos que reaccionar implica
necesariamente un proceso de analisis l6gico muy
minucioso. Solamente asi estaremos en posibilidad

de rechazar o aceptar como verdadero tal
conocimiento.  Finalmente casi siempre tal
conocimiento estd expresado mediante una

proposicion.

Por otro lado, puesto que la verdad NO es absoluta y
menos la cotidiana, ya que su valor se encuentra
contaminado de alguna forma por el contexto
particular de cada individuo, aceptar o rechazar los
conocimientos como verdaderos muchas veces llega
a ser una cuestion personal en la que los aspectos
subjetivos son determinantes.

Finalmente, y de acuerdo con los estudios de la
construccién del conocimiento como el fildsofo Kant,
solamente las verdades que se extraen mediante las
matematicas son absolutas, por lo tanto, y como el
titulo lo indica, los conocimientos de nuestro interés y
los que finalmente modelaremos seran Unica vy
exclusivamente los conocimiento matematicos. Es
decir, solamente proposiciones que involucren
conocimiento de las matematicas seran los que
estudiaremos y eventualmente validaremos.

Ahora bien, ;Como saber si un razonamiento es
correcto?. Dado que el resultado de un razonamiento
va a estar expresado mediante una proposicion y
esta proposicion va a ser factible de expresar
mediante las operaciones légicas, entonces, si la
tabla de verdad asociada a la operacion es correcta,
el razonamiento también lo sera desde el punto de
vista de la lo6gica.

IATENCIONI
Todo conocimiento, como resultado de un
razonamiento, debe ser expresable mediante las
operaciones de la légica matematica.

Es decir, toda expresién de la I6gica matematica que
involucre proposiciones, conjunciones, disyunciones
y/0 negaciones representa un razonamiento y, como
ya lo hemos mencionado, la validacion de tales
operaciones se realiza mediante la correspondiente
tabla de verdad, por lo tanto:

UN RAZONAMIENTO:

e Sera VERDADERO si su tabla de verdad lo es
también independientemente de los valores de
verdad o falsedad de las proposiciones
involucradas en él. (Razonamiento Tautol6gico o
Tautologia).

e Sera FALSO si su tabla de verdad lo es también,
independientemente de los valores de verdad o
falsedad de las proposiciones involucradas en él.
(Razonamiento Contradictorio o Absurdo).

e Ahora que si su valor de verdad depende de los
valores de las proposiciones involucradas, se dice
que el razonamiento es Contingente.

Por lo anteriormente dicho solamente los
razonamientos tautolégicos seran de nuestro interés.
Pero: ; Como podemos modelar un razonamiento?.
Para lograr lo anterior es necesario identificar, en
primera instancia, el razonamiento MAS elemental
que pueda existir. Esto significa algo asi como
identificar el razonamiento minimo posible que se
pueda dar. Tal razonamiento minimo es la
INFERENCIA MATERIAL llamada  también
simplemente inferencia l6gica, la cual se define
como:

INFERENCIA MATERIAL.

Es la forma mas elemental que adopta una
Razonamiento en la Légica Matematica. Se define
entre DOS proposiciones: Una, la primera, llamada
Antecedente o Hipdtesis y otra, la segunda,
Consecuente o Tesis. Dado que es la conexion entre
DOS proposiciones entonces nos da como resultado
otra proposicion que sera V si ambas son V o si el
Antecedente es F independientemente  del
Consecuente. Se representa mediante el simbolo “ —
“y selee: “Si. . .Entonces . .. ” asi en la inferencia
‘v — q” la leemos: Si p entonces q.
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De acuerdo con la definicién anterior, tendremos la
siguiente Tabla de Verdad que nos permite validar
una Inferencia.

P q P9

v v v

v F F

F v v

F F v
Ejemplo:

Con las siguientes proposiciones construya las
Inferencias que se piden. Validelas.

p: 4 y 10 son nimeros pares.

q: 4 + 10 es un ndmero Par.

a).- p— q: Si 4y 10 son Pares, entonces 4 + 10 es
Par.(A=V y C=V .. > V)

b).- ~p > q: Si 4 y 10 NO son pares entonces 4 +
10esPar.(A=FyC=V .. > V)

c).- p —> ~q: Si 4y 10 son pares entonces 4 + 10
NOespar.(A=VyC=F .. > F)

d).- ~p > ~q: Si 4 y 10 NO son pares entonces 4 +
I10NOespar.(A=FyC=F .. > V)

e)- q > p: Si 4 + 10 es PAR entonces 4 y 10 son
pares. (A=VyC=V .. > V)

f).- 9 > ~p: Si 4 + 10 es PAR entonces 4 y 10 NO
sonpares.(A=VyC=F .. > F).

g).- ~¢ —> p: Si 4 + 10 NO es par entonces 4 y 10
sonpares.(A=FyC=V .. > V).

h).- ~g - ~p: Si 4 + 10 NO es par entonces 4 y 10
NO son pares. (A=Fy C=F .. »> V)

EJERCICIOS No. 3.

Con las siguientes proposiciones construya las
Inferencias que se piden. Validelas.

p: 5 y 9 son nimeros impares.

q: 5 x 9 es un nimero impar.

Q.- p—oq
b).- ~p—gq
- po~¢
d).- ~p—>~q
e)- q-op
f)- q-o~p:
9)- ~q—op
h).- ~q—> ~p:

DEFINICION:

Dos expresiones de la Légica Matematica son
equivalentes y representan el mismo razonamiento si
tiene la misma tabla de verdad. Es decir, si para la
misma combinacién de valores de verdad de las
proposiciones involucradas el resultado tiene también
el mismo valor de verdad.

La definicion anterior nos permite obtener el Modelo
Matematico de la Inferencia Logica. Sin entrar en
detalles diremos que tal Modelo esta dado por la
expresion:

~pvq

Si empleamos las definiciones que hemos dado para
obtener la Tabla de Verdad de esta expresion
veremos que es idéntica a la de la Inferencia Ldgica,
por lo tanto, ambas son equivalentes por lo que la
Inferencia la podemos expresar, para efectos de
andlisis mediante esta ecuacion.

EJERCICIOS No. 4.
Obteniendo la Tabla de Verdad verifique la identidad
entre la Inferencia Légica y la Ecuacién anterior.

Ahora si ya estamos en posibilidad de Modelar
Razonamientos. Sin embargo: ;COmo podemos
traducir un razonamiento a una Ecuacién de la
Légica? Esto lo veremos en el punto siguiente.

LA LOGICA DE LA DEMOSTRACION.

La Légica de la Demostracion es una de las pocas
ramas de las Matematicas que han trascendido a
través del desarrollo de la humanidad y tiene como
objetivo:

Conferirle a los conocimientos matematicos la
categoria de verdades absolutas en su particular
contexto.

Esto significa que todo conocimiento matematico que
se desarrolla y por consecuencia se enuncia como
nuevo a medida que la ciencia avanza, forzosamente
debe caber en el paquete cognoscitivo que en su
momento es aceptado como tal y debe avenirse a las
reglas del juego que en su momento estan
establecidas. Cuando no se da este caso, casi
siempre la lucha para que tal conocimiento se
preserve a sido a costa de la propia vida de los
impulsores.

Entonces, cuando un nuevo conocimiento es
enunciado, la inercia a aceptarlo es elevada y, en
primera instancia, se busca desacreditarlo mediante
lo que vendria a ser ElI Primer Método de
Demostracion que es:
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EL CONTRAEJEMPLO
Consiste basica en presentar un ejemplo que niegue
la aseveracion que el conocimiento esta enunciando.

Analisis del Método:

1.- Estrictamente hablando este Método no es un
Método para demostrar que ALGO es verdadero,
sino para evidenciar que ese ALGO es falso
mediante el facil recurso de dar un ejemplo que
invalida el conocimiento, de ahi su nombre de
Contraejemplo.

EJEMPLO:
pi: Todos los peces son oviparos.

p2: Todos los seres humanos tiene DOS brazos.
Ps: Toda funcion continua es derivable.
P,: Todo cuerpo que se deje a la libre accién de la

gravedad tiende a caer.

La forma mas acabada, en el sentido de Ila
perfeccion, de un razonamiento es el que se da en la
Demostracion de un enunciado matematico.
Demostrar que una proposicidbn que encierra un
conocimiento matematico es verdadera, sera en
primera instancia, el punto de nuestro interés. Es
decir, nuestro trabajo sera efectuar una demostracién
y verificar que el razonamiento involucrado es
I6gicamente correcto. De acuerdo con los estudiosos
del Tema, demostrar que una proposicién es
VERDADERA es la principal actividad del Logico.

Una vez que el enunciado a superado la prueba
continua de los Contraejemplos, es decir, una vez
que tal enunciado “tiene visos de ser verdadero”,
entonces viene el proceso de Demostracién. Asi,
dependiendo del enunciado en particular se empleara
el Método de Demostracion mas adecuado, sin
embargo, el término adecuado en ocasiones implica
que ninguno otro Método es aplicable por las
caracteristicas intrinsecas del enunciado mismo.

El Método por excelencia de la demostracion

matematica es:

METODO DIRECTO

Parte del consecuente o Hipétesis y empleado
definiciones,  propiedades y/o  conocimientos
previamente demostrados, a partir de ella, formamos
una cadena de Inferencias Ldgicas la quede manera
natural nos lleva a la Tesis.

122. A partir de ella se deriva una proposicién cuya

veracidad debe demostrarse.

123. La proposicion final siempre es la Tesis.

124. El razonamiento es una Tautologia. Es decir, su
Tabla de Verdad siempre es Verdadera
independientemente de los valores que adopten
las proposiciones.

125. El Método se plantea segun se muestra
enseguida:

p: (Hipotesis)

p — pi: ( Obtenida de p)
p1 — p2: (Obtenida de p;)
p2 — ps : (Obtenida de p,)

pn-—> g: (Obtenida de p,)

q (Tesis).
126. ElI Método se lee seglin se muestra enseguida:
[P AP = P)APT = P)A(P2— Pa)A - - (Pn—>0d) ] —>q

127. De acuerdo con nuestra definicién la Ecuacién
correspondiente es:

~pA(~pVvpi)A(~Prvp2)A(~P2Vv P3)A .

(~pnv q)lvq

EJEMPLOS Y EJERCICIOS.-

a)Utilizando el Método Directo de demostracion,
demuestre las siguientes proposiciones:

pi: La suma de dos numeros pares es un numero

par.

p2: La suma de dos numeros impares es un numero

par.

ps: El producto de dos numeros pares es un numero

par.

p4: El producto de dos numeros impares es impar.

Como ya mencionamos, el método directo es el

método por excelencia de la demostracion

matematica, ya que nos lleva directamente de la

Hipotesis a la Tesis, sin embargo este método no

siempre es aplicable, ya que en muchos casos la

hipbtesis se resiste a proporcionarnos la informacion

necesaria para construir la demostracion de ahi la

importancia del segundo método que viene a ser él:

Analisis del Método.

1. Es el Método de Demostracion por excelencia de
la Matematica.

2. Se dice que es un método constructivista, ya que

el conocimiento se construye mediante la

demostracion.

Nos lleva directamente de la Hipétesis a la Tesis.

La Hipdtesis siempre es verdadera.

nal

METODO INDIRECTO.

Este Método es semejante al Método Directo con la
variante de que la Tesis negada se convierte en
Hipétesis y esta negada en aquella definiendo asi lo
que se conoce como Inferencia Contrapositiva a
partir de la cual se efectua la demostracién.
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Andlisis del Método.
1. Se parte de la Inferencia del Método Directo dada

por: p —>q

2. Segun la definicion la inferencia utilizada es:

3. ~g—>~p

4. Ambas son analogas en el sentido de que su
tabla de verdad es idéntica.

5. No se demuestra que q:, la tesis, sea verdadera.

6. Se demuestra que si ~q es verdadera entonces

~p también lo es.

7. De lo anterior se infiere que si p es verdadera
entonces g también lo es segun lo dicho en el
punto 3.

8. La mecanica de la demostracion es la misma que
para el Método Directo.

EJEMPLO:
Utilizando el Método Indirecto demuestre que:
a)
p: nes un nimero PAR.
g: n es un numero PAR.
p — q: Sin” es PAR, entonces n también es PAR.
b)
p: A es un numero irracional y B es un numero
Racional.
g: A + B es un numero irracional.
p — qg: Si A es un numero Irracional y B es un
namero Racional entonces su suma A + B es un
ndmero irracional.
No obstante que los dos métodos anteriores emplean
el mismo razonamiento, en el sentido de que sus
ecuaciones proposicionales tienen la misma tabla de
verdad, como ya indicamos, en el Método Indirecto
NO se demuestra DIRECTAMENTE la veracidad de
la Tesis bajo el supuesto de que la hipbtesis sea
verdadera. Por lo tanto, este método NO tiene el
mismo grado de aceptacién que el Método Directo,
sin embargo, dado que las proposiciones como la del
ejemplo  NO admiten otra posibilidad de
demostracion, este Método tiene que emplearse
como procedimiento alterno de demostracion. De
igual manera existen otras proposiciones que
solamente se pueden demostrar mediante el Método
conocido como:

REDUCCION AL ABSURDO (CONTRADICCION)
Este Método consiste en construir una cadena de
Inferencias Légicas tomando como hipétesis de
partida la negacion de la tesis, y en el proceso
llegamos a una proposicién que se contradice con el
hipétesis o con alguna otra proposicion intermedia
cuya veracidad ya ha sido demostrada.

Analisis del Método:

1. La semejanza con los anteriores es que también
es la construccion de una cadena de inferencias
l6gicas.

2. Sin embargo, NO se demuestra la veracidad de la
Tesis supuesta la veracidad de la Hipotesis.

3. Tampoco se infiere la veracidad de la Tesis
después de demostrar la veracidad de la
negacion de la Hipdtesis bajo el supuesto de la
veracidad de la negacion de la Tesis.

4. EI Método parte de negando la tesis construir la
cadena de inferencias légicas.

5. En el proceso se llega a una proposicién que se
contradice con la Hipdtesis de partida o con
alguna otra proposicion cuya veracidad ya ha sido
demostrado.

6. De aqui se infiere que la negacion de la tesis NO
puede ser verdadera, es decir, debe ser falda.

7. Por lo tanto, la Tesis no negada debe ser
verdadera.

8. La cadena de inferencias logicas se detiene
cuando surge la contradiccion y entonces
obtenemos las conclusiones.

EJEMPLO.-
Utilizando el Método de Reduccién al Absurdo
demuestre que “La Raiz de 2 es un numero
irracional”.

Existen proposiciones que en su enunciado contiene
diversas alternativas, como aquellas que se definen
en el campo de los numeros reales como por
ejemplo:

p: La derivada f(x) de una funcion f(x) valuada en un
punto critico es cero.

Al pretender demostrar
proposicion  debemos
proposiciones alternas:

p1: La derivada f(x) de una funcién f(x) valuada en
un punto critico es negativa.

p2: La derivada f(x) de una funcion f(x) valuada en
un punto critico es positiva.

Son falsas. En estos casos, se emplea lo que se
conoce como Método de :

la veracidad de esta
de demostrar que las
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DISYUNCION DE CASOS.
Consiste béasicamente en emplear alguno de los
métodos anteriores para cada una de las alternativas
que puede adoptar muestra proposicion a demostrar.

EJEMPLO:
Demuestre la proposicion anterior empleando una
Doble Reduccién al absurdo.

Finalmente, en Matematicas se presentan un serie de
proposiciones cuya validez esta restringida a los
elementos de un conjunto previamente definido. Por
ejemplo, sean las proposiciones:

ps: La Suma de los primeros “n” naturales esta dada
por: (n)(n+1)/2.

p2 La suma de los primero
n?.

Las proposiciones son evidentes y estan enunciadas
(Son validas) en el conjunto de los naturales o en
algun subconjunto de ellos.

Ahora que si el conjunto de validez es finito,
demostrar la veracidad de la proposicion se obtiene
mediante verificacién directa, por ejemplo, si decimos
que:

ps: La suma de los primeros 50 naturales es 1,275.
Para comprobar su veracidad basta con efectuar la
suma.

Empero, si el conjunto es infinito, tal verificacién por
validacién directa ademas de no poderse efectuar,
carece de sentido, por lo tanto se plantea la
pregunta: ;Cémo podemos demostrar este la
veracidad de este tipo de proposiciones?. La
respuesta a tal pregunta es que tal demostracion se
efectia mediante el:

n ”

impares esa dada por

METODO DE INDUCCION MATEMATICA.

Sea p(x) una proposicion definida en algun conjunto

bien ordenado B.

1. Si tal proposicion se cumple para el primer
elemento. y

2. Sisuponiendo que tal proposicién se cumple para
el elemento “k”

3. Podemos demostrar que se cumple para el
elemento “k+1” Entonces, tal proposicion se
cumple para todo elemento k del conjunto B.

Analisis de la definicion:

1. La proposiciéon se enuncia en un conjunto B Bien
Ordenado, que es aquel que:

a) Tiene un primer elemento bien identificado.

b) A todo elemento k de B le sigue uno y solo un
elemento k+1 bien identificable.

2. La proposicion se VALIDA directamente sobre el
primer elemento. Es decir, se verifica que el
primero elemento de B la satisfaga.

3.Se supone que tal proposicion la satisface el
elemento k € B arbitrario. Por hipbtesis esta
suposicion SIEMPRE es verdadera.

4.Si utilizando la hipétesis anterior podemos
demostrar que el siguiente elemento k+1 de B
satisface la proposicion, entonces:

5.- Se infiere que la proposicién es vélida para todo

elemento de B.

EJERCICIOS.

128. OBTEN LA TABLA DE VERDAD DE LAS
SIGUIENTES EXPRESIONES
PROPOSICIONALES:

(Prq) vp' v O

(Prg)v p’

(PAq)v (P"AQ)

(Prganv (PPAgAaTr)v (P'AQ AT)
29.verifica que cada una de las siguientes

expresiones es una tautologia.

pP=p

pr(p=0)=q

pP=(p=20q)

[(p=a)A(@=r1]= (p=r)

(p=q)={Pv@an]<an(pvr}

EJERCICIOS PROPUESTOS.

Resuelve los siguientes ejercicios en tu cuaderno.

130.Cinco amigos compiten una carrera en la que no

hubo empates y cada uno hace su declaracion
al llegar a la meta. Establecer el orden de
llegada si cada uno dijo al menos una verdad en
su declaracion:

- e e e o

Tito: Juan llegé primero y yo segundo
Diego: Juan llegdé segundo y yo cuarto
Pato: Santiago lleg6 quinto y yo tercero
Juan: Pato llegd primero y yo quinto
Santiago:  Juan lleg6 tercero y yo cuarto.

131.Un Estudiante del Colegio Santa Cruz de
Chicureo quizo ser detective y se pone a
investigar un crimen,llegando a comprobar que
las siguientes anotaciones que realizd, son
todas verdaderas:

B E| mayordomo de la casa o la esposa del difunto,

cometieron el asesinato

B Si el mayordomo cometid el asesinato entonces

este no ocurrid antes de la medianoche

B Si el testimonio de la esposa es verdadero

entonces el asesinato ocurrié antes de medianoche

B Si el testimonio de la esposa es falso entonces la

luz de casa no se apagé a medianoche

B Las luces de casa se apagaron a la medianoche y

el mayordomo no es millonario

¢,Cémo determino quién es el asesino?
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RECOPILACIONES DE GEOMERIA EUCLIDIANA ANGULOS

Definicién _1.1.1 Un é&ngulo es la abertura
comprendida entre dos rectas trazadas desde un
mismo punto. Estas rectas se llaman lados del
angulo y el punto comun, vértice.

R:

~ Litd s del

o [ ifngulo

1
o R

Vértice 4

Para denotar un angulo se utiliza <AOB o <BOA, por
una letra griega q, B3, v,..., por un nimero 1, 2, 3,..., 0
por una letra minuscula a, b, c, d,...

Medida de angulos

Para medir los angulos se toma como unidad de

. . 1 z
medida el grado, que es igual a P~ del angulo de una

vuelta. Decimos que el <AOB mide un grado, y lo
denotamos 1°.

Clases de anqulos:

Definicién 1.1.2 Un angulo se puede clasificar segin
su medida:

e Angulo agudo es el que mide menos de 90e.

¢ Angulo recto es el que mide exactamente 90-.

e Angulo obtuso es el que mide mas de 90-.

e Angulo llano es el que mide exactamente 180-.

\ S a)
Angnla recto Angulo obtusa

Angulo agudo Angulo lano

Definiciéon 1.1.2 Un angulo se puede clasificar segun

su posicion:

¢ Angulos consecutivos son aquellos que tienen el
vértice y un lado comun.

¢ Angulos adyacentes son dos angulos que tienen
el mismo vértice, un lado comun y los otros dos
pertenecen a la misma recta (es decir, la suma de la
medida de los dos angulos es igual a 180¢).

« Angulos opuestos por el vértice son aquellos que
tienen el vértice comun y los lados del uno son
prolongacién de los del otro.

/ Y
| |

.r{uxufos Adpacentes

Angulos Consecutivos

.ffngufm Opuestos
por el Vértice

Definicién 1.1.3. Dos dngulos se pueden clasificar segin su

suma:

e Angulos complementarios son dos dngulos cuya suma
de las medidas es igual a la de un angulo recto.

e Angulos suplementarios * son dos angulos cuya suma
de las medidas es igual a la de dos “angulos rectos.

Anguios Complementarios Angulos Suplementarios

Se dice que dos rectas L, y L, en el plano, que tienen un
Unico punto en comun, se intersectan o intersecan en
dicho punto, en caso contrario se dice que L; y L, son
paralelas, y escribimos L1//L2.

En particular, si L,y L, son dos rectas que tienen todos los
puntos comunes, se dice que son rectas coincidentes.

Si dos rectas L; y L, se intersectan formando un angulo
recto se dice que son perpendiculares, y escribimos L; L L,.

Li

Reclas

parnleles Rectas

perpendiculares

Definicién 1.1.4 Angulos formados por dos rectas cortadas

por una secante: ’

e Angulos alternos internos son dos angulos internos no
adyacentes, situados en distinto lado de la secante.

e Angulos alternos externos son dos angulos externos no
adyacentes, situados en distinto lado de la secante.

e Angulos correspondientes son dos d&ngulos no
adyacentes, situados en un mismo lado de la secante,
uno interno y otro externo.

e Angulos alternos internos: “1y 8”, “2y 7”.

e Angulos alternos externos: “3y 6”, “4y 5”.

e Angulos correspondientes: “1y 5”,“2y 6”,“3 y 7”,“4 y
8”.

 Angulos opuestos por el vértice: “1y 4”, “2y 3", “Sy
8”,“6y7".
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Teorema 1.1.1 Si las dos rectas de la definicidon anterior
son paralelas, entonces los pares de dngulos mencionados
arriba son congruentes.
Angulos de lados Paralelos - Angulo de lados
Perpendiculares- Bisectriz de un angulo
ANGULOS DE LADOS PARALELOS
I. Dos angulos de lados paralelos, los dos agudos o los dos

obtusos, son iguales.
-

A

AT

o B
Los angulos AOB y A’O’B’ tienen sus lados paralelos (los
lados OA y O’A’ son paralelos entre si, como también lo
son OB y O’B’).Los dos dngulos son obtusos y vemos que
son congruentes.
I. Si los lados de ambos angulos, uno obtuso y otro agudo
tiene sus lados paralelos (OA paralelo con O’A’, OB
paralelo con O’B’) son suplementarios.

sl

Si sumas ambos angulos comprobaras que el resultado es

de 1809, es decir, son suplementarios.

ANGULOS DE LADOS PERPENDICULARES

Igual que en el caso anterior, podemos considerar que los

angulos sean los dos obtusos o los dos agudos y que uno

sea obtuso y el otro agudo o viceversa.

I. En el caso de que ambos angulos sean agudos o ambos

obtusos y sus lados perpendiculares tienen el mismo
valor.

IV. Si los lados de ambos angulos, uno agudo y el otro
obtuso son perpendiculares, los dangulos son
suplementarios:

B'
\\

BISECTRIZ DE UN ANGULO
La palabra bisectriz procede del latin bis que significa dos
veces y secare que significa cortar.
Se llama bisectriz de un angulo a la recta que partiendo
del vértice divide al angulo en dos partes iguales:

=N

O

La recta OA es la bisectriz porque al angulo de 362 lo

divide en dos partes iguales de 182 cada una.
TEOREMA SOBRE ANGULOS.

1.1.2 Teorema: Dos 4dngulos adyacentes

suplementarios.

1.1.3 Teorema: Los angulos opuestos por el vértice son

iguales.

1.1.4 Teorema: Los angulos consecutivos formados a un

lado de una recta, suman 180°.

1.1.5Teorema: lLa suma de los angulos consecutivos

alrededor de un punto, suman 360°.

1.1.6 Teorema: Toda secante forma con dos paralelas

angulos alternos internos iguales.

1.1.7 Teorema: Toda secante forma con dos paralelas

angulos alternos externos iguales.

1.1.8 Teorema: Dos angulos conjugados internos, entre

paralelas, son suplementarios.

1.1.9 Teorema: Los angulos conjugados externos, entre

paralelas, son suplementarios.

1.2.1 Teorema: Dos angulos que tienen sus lados

respectivamente paralelos y dirigidos en el mismo sentido,

son iguales.

1.2.2 Teorema: Dos angulos que tienen sus lados

respectivamente paralelos y dirigidos en sentido contrario,

son iguales.

1.2.3 Teorema: Si dos angulos tienen sus lados

respectivamente paralelos, dos de ellos dirigidos en el

mismo sentido, y los otros dos en sentido contrario,

dichos angulos son suplementarios.

1.2.4 Teorema: Dos angulos agudos cuyos lados son

respectivamente perpendiculares, son iguales.

1.2.5 Teorema: Dos angulos, uno agudo y otro obtuso,

que tienen sus lados respectivamente perpendiculares son

suplementarios.

1.2.6 Teorema: Dos angulos obtusos que tienen sus lados

respectivamente perpendiculares, son iguales.

son

PROASECH ® 2020 YERSON MORENO MOSQUERA.

24



RECOPILACIONES DE EJERCICIOS PRPUESTOS ANGULOS

132.Se tiene a + 402 = 1802y b + 1402 = 1809, entonces:
a+b=?

A. 120°

B. 140¢

C. 180¢°

D. 200¢

133. L, L, y Ly son rectas tales que: L, L L, , x=?

Ls L
A. 30¢ )
5 200 2
C. 45¢ 2 w{
D. 70¢°

134. Enlafigura, 2o + B =90°% o = 15% 0,58 =7

A «a

B. 2o

C. 4a

D. 1,5a

135. ¢Cual de las siguientes proposiciones es falsa?

a) Dos lados de un angulo recto son perpendiculares.

b) Un 4éngulo obtuso tiene mayor medida que su
suplemento.

c) La diferencia entre las medidas del suplemento y el
complemento de un angulo es igual a 902.

d) Dos angulos complementarios para el mismo angulo

son rectos.
136. EnlafiguralL,// Ly, o+ p=?
A. 500 Ll N
B. 602 Jo
C. 700 o - 20°
D. 80¢ Lz

137. Enlafigura, Ly //La//Ls y L4/ Ls// Ls. Sip=
2a, ¢cual de las siguientes relaciones es falsa?

A. y=2a Ls Ls Ls

B. B=y I'/';"\\ \-. L1
C. a =60 NN o
D. B+y=180° \T\\

NN N

138.Sean o y B dos angulos complementarios que
estan en larazén 2:3. ;Cuél es la medida dea.?
18

25

32

36

COow>

139. Si un angulo varia entre 35° y 60°, entonces su
complemento varia entre:

A. 30°y 55°

B. 35%y60°

C. 40°%y 45°

D. 40°%y 55°

140. oy B son dos angulos suplementarios. Si

o : B=1:4, ;cudl es la medida dea?

A. 30¢

B. 36¢

C. 45

D. 54¢

141.L4, Loy Ly son rectas, Ly // Ly, Zx =?
A. 700 .

B. 60° L1 AR

C. 45¢ /

D. 40° Lz @

142.a y B son dos angulos complementarios. Si el
doble de o excede en 122 a . ¢Cuanto midep?

26°

340

. 56°

. 64°

43.En lafigura, OD L AB y OE 1 OC;
«BOC = 2£A0E, COD =?

ooOw>

—_

A. 15° b
B. 30°
C. 40° E o
D. 45°

A (=] B

144.a e el 75% de B. Si a = 729, entonces la mitad
de g mide:
A. 108°
B. 96°
C. 72°
D. 48°
145. Si: m// n, calcular “x”
A. 10°
B. 20° m
C.30°
D. 40°




146. Calcular “x”, siendoa// b
A. 8

B. 25° < Ax >
C. 24°

D. 15°

) 230,

147. Hallar “x”

A. 75°
. 60° Lo

B
C. 76° '
D. 80°
a6

148. Hallar “a-B”
A. 120°

B. 130° LD

C. 154°

D. 124¢ - PAY
\

149. Hallar “x”

A. 45°
B. 34° L
C. 35° o
D. 36¢° 2
-~ L2

150. Hallar “x”
A. 602

B. 70
C. 65¢ :
D. 45¢ o ¥

151. En la figura mostrada L,// L,. Calcular “y
A. 70°

B. 75¢ .
y
C. 802 I — A
D. 85¢
. 3x°-40°
L, !
152. Calcular “x”,sia// b
A. 75¢
B. 70° \ a
100°
C. 150¢
D. 130¢ 2x

110
va b

153. Hallar “x”

A. 45°

B. 50° \ S_teo°

C. 30¢ L1
D. 47° o

154. Hallar “a”
A. 1200
B. 123°
C. 127¢
D. 117¢

155. Hallar “x”

156. Hallar “x”

450

602 b 200
54¢
30¢

cowp

157.8i: L1//L2 , hallar “x”

A. 88° D
B. 58° “ o/

C. 45° <
D. 148°

\gy

158.  Si: L1//L2, hallar “X”

A. 10°
B. 20° . 1305 \q10° .
C. 300 L1q
D. 40°

. 1 ”

159.  Si: Ly//Ly/ILs, hallar “x”
A. 136°
B. 146°
C. 152°
D. 132°




160. Si: L4//Lp, hallar “x”
A. 55°
B. 65°
C. 70°
D. 45°

161.Si: L1//L2 //Ls, hallar “x”.
A. 70°
B. 60°
C. 80°
D. 45°

162.Calcular 6 + B — 5a.
A. 70°
B. 75°
C. 80°
D. 60

BN

L3

163. Enlafigura L1 // L2. Calcular “x”

a) 15°

b) 30° - ’
c) 45°
d) 60°

164 En la figura L1 // L2. Calcular “x”

A

5. 25
C. 30
D.
58

165. Enlafigurax—-y=100°,m//nyL1//L2.

Calcular: K
A. 37, 30°

/

b4
B. 25° ”
e LN
D

. 100°

Lz

166. Dos angulos alternos entre paralelas miden:
2x+20° y 3x-10°. Calcular el suplemento de la
suma de las medidas de ambos.

A. 100°
B. 20°
C. 150¢°
D. 120°

167. Calcular “x” a partlr del grafico mostrado.

150°
130°
C. 30¢°

D. 140°

w >

168. Del grafico, calcular “x” (L4 // Ly).
A. 55°
B. 115°
C. 120°
D. 65°

169. A partir del grafico mostrado, calcular “x” si la
medida del angulo AOB es la quinta parte del
complemento de 20°. (L1 // L2).

14¢

1662

151¢

1609

N wp

170. Del grafico, calcule “x” si (L1 // L2)
A. 10° 1300 L

B. 20°

C. 30¢° x

D. 50°

Ly

171. Calcular “x” a partir del grafico mostrado
(L1// Lp). Si: m<AOB = 2m<BOC.

A. 50¢°
B. 60° \ .
C. 120¢ ¢ o A
D. 130¢ \
x+10° L
\
172. Calcular “x”. Si: L1 // L2
A. 50¢
B. 1009
C. 110¢
D. 55¢

173. Calcular “x” ; L{ // Ly
A. 16°
B. 32¢
C. 24°
D. 18¢

174. Calcular “x”.L+ // Ly
A. 60°
B. 36°
C. 15
D. 30¢




175. Calcular “x” , L1 // L2
A. 10°

B. 20° P
C. 35° e
D. 40° L

176. Determinar el valor que puede tomar “y”; si “x
toma su minimo valor entero.

A. 88° S

B. 104°

C. 64°

D. 62°

177. Calcular “x”; (a/lb)

A. 66

. 116

C 86

D. 96

178 Calcular“x” (L1/7L2)

A (20+8)x

B.

C.

D —b
(8+x) 20

179. Calcular “x”, L4// Ly //L4

50°
30°
60°
80°

oow>

180. Calcular“x”, si: allb
A. 120°

B. 60°
C. 80°
D. 40°

181. Calcular “x”; L1 L2

A. 66° .
B. 25 .
C. 15
D. 60

182. Determine X" ; (a//b)
A. 60° s
B. 80°

C. 100° .
D. 120° 20/ x

183. Hallar x si Ly // Ls

A. 98°
< > L,
1342

B. 104°
L

C. 110°
D. 115°

184. Si Ly // Ly., calcular el valor de x
A. 60° /.
B. 100° -

100 6u
C. 120° X
100 60
L

D. 80°
/ >

185. Calcular x, si Ly // L

80° 32 7\
\é%/

39
82¢
562
186. En la circunferencia de centro O, se han
dibujado dos diametros. Si a + B = 709,
entonces y =?

Y

A
v

Ly

cow>

A

\<709 " b

110°
135¢
145°

oow>




187. En la figura calcular a, si L; y Lo, son rectas
paralelas

A 109

B. 20°

C. 30°

D. 40°

A

188. (30—12°) y (2a+32°) son las medidas de dos
angulos conjugados internos entre rectas
paralelas y una secante a ellas. Calcular el
complemento del menor de ellos.

20

4°

60

80

89. hallar x, si Ly // L
102 N\

159 40°
20°

25°

Cow>»

—_

an

oCOow>»

> L,

190. Dos rectas paralelas, al ser cortadas por una
secante, forman dos angulos conjugados
externos cuyas medidas son: k + 30° y 4k +
90°. Calcular el menor de dichos angulos

A. 24°

B. 12°

C. 42°

D. 36°

. Enlafigura L1 // L2. Si el triangulo ABC es

equilatero, hallar a. + B.

A. 240°

B. 180°

C. 210°

D. 120°

o\
7N

192. En la figura, ABCD es un cuadrado y ademas.
Hallar la medida del angulo x.

110° A L

70°
140° A L
30°

cOow>

20°

193. En la figura adjunta AB, CD y EF son paralelas,
m/FEB =65°y mLEBD =15°, entonces la
m~ZCDB es:

110°

145° D

130°

320°

oowp

194. Calcular x, si L1 // L2
A. 80°
B. 56
C. 822
D. 42°

< o
\d 70 ©

N

196. SiL// Ly AABC: equilatero. Hallar x

A. 10°
M%/\

B. 20°
A<

C. 30¢° «
N L.

D. 40¢
197. SiL, // L, y AABC: equilatero. Hallaf x

'y

A

195. Hallar x, si Ly // L2
A. 102 X
B. 15¢
C. 20°
D. 25¢

A 10° B
B. 20° 140/\
C. 30°
D. 40°

« Lt N=L




198. En la figura, determinar el valor de y:
10°
15°
25°
30°

oowy

3yl 5 -15°

199. En la figura siguiente, ¢ Cuanto vale x?
A 180°—(a+b)

B. 180°—a+b

c. 180°+a+b x

D. 180°+ (a—>b)

200. SiL1//L2, ;Cuéanto valea?

201. En la siguiente figura, determinar el valor de x:

A. 35° A. 30°
B. 45° B. 45°
C. 16° V=S ER C. 60°
D. 59° D. 65°
Sx+210e 2
Lz
/ \\ x 3
202. SiL, // L, determina el valor de x 203. Sia =38°y B =24° encuentra el valorde x e y.
A. 24° A. x=117°;y=25°
B. 23° / B. x=118°;y=24°
C. 22,98° % - 85 11 |C. x=116°;y=23°
D. 21° D. x=23° ;y=116° &

/
3x+y

L2

I

204. En la siguiente figura, angulo ABC recto, determinar
el valor de x:

205. L1, L2y L3 son rectas tales que: L1 L L2, x =?
A. 30¢°

A. 50° & T B. 40°
B. 40° x+40 C. 450 L. — b

. 10° 0
b, 20 w200 . 60

L, -
c N

206. Sea L1//L2, ;Cuanto vale 4x —y + z? 207. 20+ B =902 a=152; 0,58 ="
A. 180° A «
B. 30° Ff( B. 2a
C. 40° Z L1 C. 4o
D. 96° 105° '

. D. 1,5a

T2® i

/AN

208. En la figura siguiente, ¢ Cuanto valea?

A. 45°

B. 60° o

C. 90° . ('
D. 180° oL

209. Ly, Loy Lssonrectas, Li// Ly, 2 x=7?
A. 70° /?

B. 60°

C. 45° Ly O
D. 40°
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GEOMETRIA PLANA ANGULOS Y TRIANGULOS I.

ANGULOS
Definicién 1.1.1 Un angulo es la abertura comprendida
entre dos rectas trazadas desde un mismo punto. Estas
rectas se llaman lados del angulo y el punto comdun,
vértice.

~— Lavders dlel

2 7 ingulo
1

o
Viértice 4

Para denotar un angulo se utiliza <AOB o <BOA, por una
letra griega a, B, V,..., por un nimero 1, 2, 3,..., 0 por una
letra mindscula a, b, ¢, d,...

Medida de dngulos
Para medir los angulos se toma como unidad de medida el

. 1 . .
grado, que es igual a 7 del dngulo de una vuelta. Decimos

que el <AOB mide un grado, y lo denotamos 1°.
Clases de angulos:
Definicién 1.1.2 Un angulo se puede clasificar segin su
medida:
e Angulo agudo es el que mide menos de 90-.
e Angulo recto es el que mide exactamente 90¢.
e Angulo obtuso es el que mide mas de 90¢.
e Angulo llano es el que mide exactamente 180¢.

\ S )
Angnla recto Angulo obtusa

Angulo aguda Angulo lano
Definiciéon 1.1.2 Un angulo se puede clasificar segin su
posicién:

e Angulos consecutivos son aquellos que tienen el
vértice y un lado comun.

e Angulos adyacentes son dos angulos que tienen el
mismo vértice, un lado comun y los otros dos
pertenecen a la misma recta (es decir, la suma de la
medida de los dos angulos es igual a 180¢).

e Angulos opuestos por el vértice son aquellos que
tienen el vértice comun y los lados del uno son
prolongacion de los del otro.

.r{ngm’os Adpacentes

Angulos Consecutivos

Angulos Opuestos
por el Vérdce

Definicién 1.1.3. Dos dngulos se pueden clasificar seguin su

suma:

e Angulos complementarios son dos dngulos cuya suma
de las medidas es igual a la de un angulo recto.

e Angulos suplementarios * son dos angulos cuya suma
de las medidas es igual a la de dos “angulos rectos.

.ﬂi.'ngml'as ﬂampfrmmra.rr'as ..{ngufw Supfemenrmhs

Se dice que dos rectas L, y L, en el plano, que tienen un
Unico punto en comun, se intersectan o intersecan en
dicho punto, en caso contrario se dice que L; y L, son
paralelas, y escribimos L1//L2.

En particular, si L,y L, son dos rectas que tienen todos los
puntos comunes, se dice que son rectas coincidentes.

Si dos rectas L; y L, se intersectan formando un angulo
recto se dice que son perpendiculares, y escribimos L; L L,.

Li

Reclas

parrinlels Rectas

perpendicilares

Definicién 1.1.4 Angulos formados por dos rectas cortadas

por una secante: ’

e Angulos alternos internos son dos angulos internos
no adyacentes, situados en distinto lado de la secante.

e Angulos alternos externos son dos angulos externos
no adyacentes, situados en distinto lado de la secante.

e Angulos correspondientes son dos angulos no
adyacentes, situados en un mismo lado de la secante,
uno interno y otro externo.




e Angulos alternos internos: “1y 8”, “2y 7”.

e Angulos alternos externos: “3y 6”, “4y 5”.

e Angulos correspondientes: “1y 5”, “2y6”, “3y 7”, “4
y 8”.

e Angulos opuestos por el vértice: “1y 4”, “2y 3", “5y
8”,“6y7".

Teorema 1.1.1 Si las dos rectas de la definicidn anterior

son paralelas, entonces los pares de angulos mencionados

arriba son congruentes.

Angulos de lados Paralelos - Angulo de lados

Perpendiculares- Bisectriz de un angulo

ANGULOS DE LADOS PARALELOS

I. Dos angulos de lados paralelos, los dos agudos o los dos
obtusos, son iguales.

B' ¥
A o
=
A'

o B
Los angulos AOB y A’O’B’ tienen sus lados paralelos (los
lados OA y O’A’ son paralelos entre si, como también lo
son OB y O’B’).Los dos angulos son obtusos y vemos que

son congruentes.

I. Silos lados de ambos angulos, uno obtuso y otro agudo
tiene sus lados paralelos (OA paralelo con O’A’, OB

paralelo con O’B’) son suplementarios.
o B'

A

o B A
Si sumas ambos angulos comprobaras que el resultado es
de 1809, es decir, son suplementarios.
ANGULOS DE LADOS PERPENDICULARES
Igual que en el caso anterior, podemos considerar que los
angulos sean los dos obtusos o los dos agudos y que uno
sea obtuso y el otro agudo o viceversa.

. En el caso de que ambos angulos sean agudos o ambos

obtusos y sus lados perpendiculares tienen el mismo
valor.

. Si los lados de ambos angulos, uno agudo y el otro

obtuso son los angulos son

suplementarios:

perpendiculares,

e
BISECTRIZ DE UN ANGULO

La palabra bisectriz procede del latin bis que significa dos

veces y secare que significa cortar.

Se llama bisectriz de un angulo a la recta que partiendo

del vértice divide al angulo en dos partes iguales:

A

O

La recta OA es la bisectriz porque al angulo de 362 lo

divide en dos partes iguales de 182 cada una.
TEOREMA SOBRE ANGULOS.

1.1.2 Teorema: Dos dngulos adyacentes

suplementarios.

1.1.3 Teorema: Los angulos opuestos por el vértice son

iguales.

son




1.1.4 Teorema: Los angulos consecutivos formados a un
lado de una recta, suman 180°.

1.1.5Teorema: lLa suma de los angulos consecutivos
alrededor de un punto, suman 360°.

1.1.6 Teorema: Toda secante forma con dos paralelas
angulos alternos internos iguales.

1.1.7 Teorema: Toda secante forma con dos paralelas
angulos alternos externos iguales.

1.1.8 Teorema: Dos angulos conjugados internos, entre
paralelas, son suplementarios.

1.1.9 Teorema: Los angulos conjugados externos, entre
paralelas, son suplementarios.

1.2.1 Teorema: Dos angulos que tienen sus lados

respectivamente paralelos y dirigidos en el mismo sentido,

son iguales.

1.2.2 Teorema: Dos angulos que tienen sus lados

respectivamente paralelos y dirigidos en sentido contrario,

son iguales.

1.2.3 Teorema: Si dos angulos tienen sus lados

respectivamente paralelos, dos de ellos dirigidos en el

mismo sentido, y los otros dos en sentido contrario,

dichos angulos son suplementarios.

1.2.4 Teorema: Dos angulos agudos cuyos lados son

respectivamente perpendiculares, son iguales.

1.2.5 Teorema: Dos angulos, uno agudo y otro obtuso,

gue tienen sus lados respectivamente perpendiculares son

suplementarios.

1.2.6 Teorema: Dos angulos obtusos que tienen sus lados

respectivamente perpendiculares, son iguales.
TRIANGULOS.

Es un poligono de tres lados; esta determinado por tres

segmentos de recta que se denominan lados, o tres

puntos no alineados que se llaman vértices.

a, byc:sonlos lados

A, By C: son los vértices

A, By y:son las medidas de los angulos interiores

Propiedades de los tridngulos:

1) En todo tridngulo, la suma de dos lados es siempre
mayor que el tercerlado.a+b>c,a+c>b,b+c>a

2) En todo triangulo, la diferencia entre dos lados es
siempre menor que el tercer lado.

3) a-b<c,a-c<b,b-c<a

4) En todo triangulo, a mayor lado se opone mayor angulo
y viceversa.

5) En todo tridngulo, a iguales lados se oponen iguales
angulos y viceversa.

Clasificacion de los tridngulos con relacién a la medida de

sus lados:

1) Triangulo Equilatero: Tiene sus tres lados iguales y
también sus tres angulos interiores iguales (602 cada
uno)

2) Triangulo Isdsceles: Tiene a lo menos dos lados
iguales. El lado distinto se llama base. Tiene dos
angulos iguales (opuestos a los lados iguales) y se
denominan angulos basales.

3) tridngulo Escaleno: Tiene sus tres lados distintos y por
lo tanto sus tres angulos también distintos.

YAVAY Sy

Equilatero

Isésceles Escaleno

Clasificacion de los tridngulos con relacién a la medida de

sus angulos:

1) Tridngulo Acutdngulo: Tiene sus tres angulos interiores
agudos, es decir, menores de 909.

2) Tridangulo Rectangulo: Tiene un angulo recto, es decir,
mide 902. Los otros dos son agudos.

3) Triangulo Obtusangulo: Tiene un angulo obtuso, es
decir, mayor de 902. Los otros dos son agudos.

a0~ = D)

Rectangulo Obtusangulo Acutangulo

Elementos secundarios en el triangulo:
Ademads de los lados, vértices y angulos, los tridngulos
tienen otros elementos “invisibles” en un primer vistazo,
pero que también incluyen propiedades y relaciones.
1) Transversal de gravedad, mediana o media
.(!gr_thl_tg)_:
La media, mediana o transversal de gravedad, en un
tridngulo, es la linea que une cualquier vértice con el
punto medio del lado opuesto al vértice. Divide al
triangulo en dos partes con la misma area. Las tres medias
o transversales de gravedad se intersecan en el baricentro
(G), centro de gravedad del tridngulo o centroide.
También se verifica que dos tercios de la longitud de cada
media estan entre el vértice y el centroide, mientras que
el tercio restante esta entre el baricentro y el punto medio
del lado opuesto.




D, E y F son los puntos medios de los lados BC, AC y AB
respectivamente.

G: Centro de gravedad (G = t,nt,N t.)

Teorema:

BG=2-GE, AG=2-GD, CG=2-GF

1.2.7 Teorema:

Area AAEB = Area AECB

Area ACDA = Area ADBA

Area ABFC = Area AFAC

2) Bisectrices (b, by, b):

La bisectriz es la recta que divide al angulo en 2 partes
iguales. Las tres bisectrices de los angulos internos de un
triangulo se cortan en un Unico punto, que equidista de
los lados. Este punto se llama el inscentro (1) del tridngulo
y es el centro de la circunferencia inscrita al tridngulo. Esta
circunferencia es tangente a cada uno de los lados del
triangulo.

I: Inscentro. Centro de la circunferencia inscrita en el
triangulo (I = b,nbyNb,)

D, E y F: No necesariamente son puntos medios ni puntos
de tangencia de la circunferencia con el triangulo.

3) Alturas (h,, h, h):

Son las lineas rectas que pasan por cada vértice de un
triangulo e intersectan en forma perpendicular al lado

opuesto. Las tres alturas se cortan en un punto
denominado ortocentro (H).

Ortocentro: H = h,nhynh,

Si el tridngulo es acutangulo, entonces el ortocentro se
ubica dentro de él.

B

Si el triangulo es rectangulo, entonces el ortocentro se
ubica en el vértice del angulo recto.

C

-

h,

B

H=Al
lla:,

Si el tridngulo es obtusangulo, entonces el ortocentro se
ubica fuera de él.

7 llb




4) Mediatrices (m,, my,, m.):

La mediatriz o simetral de un segmento es una linea recta

qgue es perpendicular al este y lo intersecta en su punto
medio.

i M es la mediatriz o
simetral de AB
P punto medio de AB
P M perpendicular con AB

En un tridngulo, las mediatrices de los tres lados se cortan
en un unico punto llamado circunscentro (O), que es
centro de la circunferencia circunscrita al triangulo.

Circunscentro: O = m,NnmyNm,
D, Ey F: Puntos medios de los lados del tridangulo
M, perpendicular BC, my,nAC, m.NAB.

TEOREMAS EN LOS TRIANGULOS:
1.2..8 Desigualdad triangular: En todo triangulo la suma
de las longitudes de dos lados cualquiera es siempre
mayor a la longitud del lado restante.

a b

a+b>c
b+c>a
¢ c+a>=b

1.2.9 Angulos interiores del tridngulo: En todo tridngulo,
la suma de las medidas de los dngulos interiores es 180°.

a+p+e=180°

L F

Angulos exteriores del tridngulo:

e En todo triangulo, la suma de las medidas de los
angulos exteriores es 360°.

e En todo triangulo, la suma de las medidas de dos
angulos interiores es igual a la medida del angulo
exterior no adyacente a alguno de
sumados.

los dangulos

Expresado algebraicamente tenemos :
o +f +e = 360°

a+e=f

1.3.1Teorema del lado mayor (propiedad de
correspondencia)

En un triangulo, al lado de mayor longitud se le opone el
angulo de mayor medida y viceversa.

C

Enel /\ ABC:

A0 > AP > xY=>a>ph>C




1.3.2 En un tridngulo, a lados congruentes se oponen
angulos congruentes y a angulos congruentes se oponen
lados congruentes.

=
B

un tridngulo equilatero

1.3.3 Los angulos interiores de
miden todos 60°

C

A 60° 60 B
1.3.4 En un tridngulo isdsceles, los angulos basales son
congruentes.

C

A LD _A\B
1.3.5 Teorema particular de Pitagoras
En todo tridngulo rectdngulo el cuadrado de la medida de
la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de las
medidas de los catetos.

B
€ (hipotenusa)
(cateto) €1
& b (cateto) A
Hiporenusaz = Cateto? + Cateto?
C 2 — a 2 + b 2

1.3.6 En un tridngulo cualquiera, el cuadrado de Ia

medida del lado opuesto a un angulo agudo es igual a la
suma de los cuadrados de las medidas de los otros dos
lados menos el doble de la medida de uno de ellos por la
proyeccion del otro sobre él.

C

b
a?=c?+b?- 2bq

1.3.7 En un triangulo obtusangulo, el cuadrado de la
medida del lado opuesto al angulo obtuso es igual a la
suma de los cuadrados de las medidas de los otros dos
lados mas el doble de uno de ellos por la proyeccién del
otro sobre él.

C

a2=c2+b2+ 2bq

El teorema genera de Pitdgoras es un criterio para
determinar si un tridngulo es rectangulo, acutangulo u
obtusangulo cuando se conocen sus tres lados.




RELACIONES METRICAS EN EL TRIANGULO RECTANGULO.

Son cinco teoremas o propiedades, incluyendo la ecuacion
del Teorema de Pitdgoras. Estas son vdlidas,
exclusivamente, en el triangulo rectdngulo y se aplican
sobre las dimensiones de los catetos, hipotenusa, la altura
relativa a la hipotenusa y los segmentos determinados
sobre ésta como proyecciones de los catetos de tridngulo.

a: Cateto mayor

b: Cateto menor

c: Hipotenusa

m: Proyeccién de a
(cateto mayor)

n: Proyecciéon de b
(cateto menor)

h: Altura

1.3.8 Teorema del producto de cateto: El producto de los

catetos es igual al producto de la altura por la hipotenusa.
-”TH& a: Cateto mayor.
’J,r’; . e b: Cateto menor.
/ ® ® \ h: Altura

c: Hipotenusa

a.b=h.c

1.3.9 Teorema de la Altura: La altura al cuadrado es igual

al producto de las proyecciones de los catetos.
/""\_ h: Altura h2 = m.n
Y \“\E m: Proyeccion de a
r;’f a2 d iy o (cateto mayor)
) ® Ny n: Proyeccién de b
c ' (cateto menor)
hZ = m.n

1.4 Teorema del Cateto: Cualquier cateto al cuadrado es
igual al producto de su produccién por la hipotenusa.

a: Cateto mayor

b: Cateto menor a2 =m.c

m: Proyeccion de a (cateto
mayor)

n: Proyeccion de b (cateto
menor)

c: Hipotenusa

al=m.c
b2= n.c

1.4.1 Teorema de la inversa de los catetos:

a: Cateto mayor
b: Cateto menor
c: Hipotenusa

1 1 1
Pl ey
C a b

EJERCICIOS DE ANGULOS.
1) Setiene a+402=1802y b + 1402 = 1809, entonces:
a+b=?

A. 1209

B. 140¢

C. 180¢

D. 200¢

2) Ly, Ly Ly sonrectas tales que: Ly L L, , x =?
A. 300 L; L1

B. 409 20

C. 45¢

D. 70° L2 w

3) Enlafigura, 2o + 3 = 90°, o = 15%; 0,50 =?
A «a

B. 2a

C. 4da

D. 1,5a

4) ¢éCual de las siguientes proposiciones es falsa?

A. Dos lados de un dngulo recto son perpendiculares.

B. Un dngulo obtuso tiene mayor medida que su
suplemento.

C. La diferencia entre las medidas del suplemento y el
complemento de un angulo es igual a 902.

D. Dos dngulos complementarios para el mismo angulo
son rectos.

5) Enlafigura Ly // Ly, o+ pB=?

L\ A 500
2o B. 602
c. 700
_ o
, (32-20 D.  80°




6) Enlafigura, Ly // Lo // Ly y L4/ Ls// L.
;cual de las siguientes relaciones es falsa?

Si B = 20,

A y=2a L4 Ls Ls

B. B=y

C. o =60° \ @\ \ L
P S NN

L2
L;

D_w
N

7) Sean a y B dos angulos complementarios que estan en
la razén 2:3. ;Cuédl es la medida dea.?

A. 18
B. 25
C. 32
D. 36
8) Si un éangulo varia entre 35% y 60° entonces su
complemento varia entre:
a) 30?2y 55°
b) 35%y 60°
c) 40°%y 45°
d) 40°y55°
9) a vy B son dos angulos suplementarios. Si
o : B=1:4, scudl es la medida dea.?
A. 30°
B. 36°
C. 45°
D. 54¢
10) L4, Loy Lz sonrectas, Ly // Ly, £x =7
A. 709
B. 609
C. 45¢
D. 40¢
1

1) oy B son dos angulos complementarios. Si el doble
de a excede en 122 a B. ¢ Cuénto midep?

26°

342

56°

D. 64°

12) Enlafigura, OD 1 AB y OE 1. OC;

/BOC = 2/A0E, ZCOD =?
a) 15°

b) 30°

c) 40° E

45° <

om»

A =] B

13) aes el 75% de B. Si a = 729, entonces la mitad de 3
mide:
108°
96°
72°
48°
Si: m /[ n, calcular “x”

10° m
20° 4
30°
40°
50°-x 4x

15) Calcular “x”, siendoa// b
A 8

B. 25° -
C. 24°

D. 15°

com»

14)

ocowp

»d

2430

16) Hallar “x”
A 75°

B. 60°

C. 76°

D. d)80°

8g*

17) Hallar“a-B”
A, 1200
B. 130°
C. 154¢
D. 124¢°

x- 45° 2x+6°
-




18) Hallar “x”
A. 45°
B. 34°
C. 35°

D. 360 - =L,

3x°
: 2x°
- \ - Lg
19) Hall
ar. llXII

a) 602

b) 70¢
c) 65¢ 2 =30
025 N K

20) En lafigura mostrada L;// L,. Calcular “y”

L
L, 2x°
3x°-40°

Ly j -
A. 70¢

B. 75°¢
C. 80¢

D. 85¢

21) Calcular “x”,sia//b
A. 752

B. 702 \

C. 1500 € X >3
D. 1300 100

2X
110; L
- { ‘_

22) Hallar “x”
A. 45¢
B. 50¢

C. 30° N\ T~ 1so -

D. d)47e -

w®

L2

60~
23) Hallar “a”
A. 120° .
B. 123¢ 1 L
C. 127° A 2
D. d)117¢
Q‘;
cC
24) Hallar “x”

A. 80° -

B. 87° - 1
C. 95° 124 1

D. 98° ¥®

138° Lo

25) Hallar “x”
45¢
602
542
309

Ly -

2
xﬂ
A
- Jou-
Ly
26) Si: L1//L2 , hallar “x”
A. 88°
B. 58°

C. 45°
D. 148°

oOnNnwr

150°

L1
xo
i \{Bo >




27) Si: L1//L2 , hallar ,-/ "
X’ 1305 110°

10° *

20° L1

. 30°

. 40°

F

DOw>

F

28) Si: L4//Lo//Ls, hallar “x”
a) 136°
b) 146°
c)

d

152°
) 132°

29) Si: Ly//Ly, hallar
i

a) 55°

) 65°

) 70°

b
C
d) 45°

30) Si: L1//L2 //Ls, hallar “x”.

31) Calcular O + 3 - 500
a) 70°
b) 75°

c) 80° ‘>\
0w P

e) 90°

4

- —~ >,
33) Enlafigura L1 // L2. Calcular “x”

a) 10° - -
b) 25°

c) 30° 80

d) 70° X

5 0 5 5

34) Enlafigurax—-y=100°,m//nyL1//L2.
Calcular:

K b G

a) 375 Y =L
30°
b) 25°
) 15° x
) 100° = / \ Lo
m z

35) Dos angulos alternos entre paralelas miden:
2x+20°y 3x-10°. Calcular el suplemento de la
suma de las medidas de ambos.

) 100°

) 20°

) 150°
) 120°
6 «

)

)

) Calcular “x” a partir del grafico mostrado.

150° _
X+ 10‘*,7/ 3

a
b
c
d
3
a
b) 130°

c) 30°
d) 140°

% 10°

L2




"

37) Del gréfico, calcular “x” (Ly // Ly).

K RTRCIRC)
o= =0,
O = O,
° O g1 ©
© 1o

L

[Tl

38) A partir del grafico mostrado, calcular “x” si la
medida del angulo AOB es la quinta parte del
complemento de 20°. (L1 // L2).

a) 14¢°

b) 1662

c) 151¢°

d) 160¢

39)

x+15°

L

40) Del grafico, calcule “x” si (L1 // L2)

a) 10° 330° 2
b) 20°
c) 30°
d) 40° x
e) 50°

L

41) Calcular “x” a partir del grafico mostrado
(L4// Lp). Si: m<AOB = 2m<BOC.

a) 50°

b) 60°

c) 120° “
d) 130° C

x+ 10°

\ 9
0

L 3
o

42) Calcular “x”. Si: L1//L2

A. 50¢
B. 1000 * T o
C. 1100 \
D. 55°
110° €} (2
A ul
43) Calcular “x” ; Ly // Lo
a) 16°
b) 32°
c)
d)

3 Ly
249 Lo
18¢ 36° \20°

xO

44) Calcular “x”.L¢ // L

2eo0e
W= WD
SO
(=] IO 1o 10

45) Calcular “x” , L1 // L2

a) 10°
b) 20°
) 35° . A\ L1
d) 40° Ix°
00+x"
- . Lo




46) Determinar el valor que puede tomar “y”;
toma su minimo valor entero.

a) 88°

b) 104°
c) 64°
d) 62°

47) Calcular “x” ; (a/lb)
) 66

) 116
)

86
) 96

O O T o

48) Calcular “x’; (L1//12)

a) 60
b) 20 \ (20+8)x N
c) 40 Ly
d) 65

Si

X

g
(B+x) 20 Q&K ¢
49) Calcular “x”, L4// Lo //L3
—
a) 50° " [
b) 300 60
c) 60° -
o = 2
d) 80 70°
—
Lg

50) Calcular “x” , si: allb

a) 120°
b) 60°
c) 80°
d) 40°

51) Calcular “x”; L1 L2

a) 66° —->
b) 25 = > L
c) 15 %° 10
d) 60
60°
3x° —>
7/ T
52) Determine “x” ; (a/lb)
> a
a) 60°
b) 80° 80°
c) 100° -
d) 120° * b
20°f X
53) Calcular “x” ;si:al/lb:
a) o
b) 2u°
c) p°
d) 2p°
[
a) 40° 130°
b) 80°
100°
c) 120°
d) 100° a°
4
1) Calcular “x”; al/b
> a
a) 20°
b) 25°
c) 45°
d) 65°




55) Calcular “x”; a // b.

a) 36° » a
b) 350 107
c) 45°
d) 120°
e) 10° 1209
> b

f) 60°
g) 45°
h) 90°
i) 36°
i 18°

57) Calcular “x”, a//b

a) 100° a
b) 60°
c) 120°
d) 15°
e) 10° v

58) Calcular “x” (a//b)

k)20° @ 10°
1) 30
m)50 130°
n) 70

- x°
o) 60 b

EJERCICIOS DE TRIAGULOS.
59) En lafigura, DE // BC. Entonces x — y es:

a) 15°
b) 30°
c) 45°
d) 60°
e)
60

55¢
) En el triangulo AB
angulo o es:
10°
159

D i E
B C
)
) 20° &
) 250
e) 30°
A 3N B

61) Elvalor del angulo a en el triangulo ABC de la
figura es:
20°

30° N

80°

100°

120° 0 Sa_
A B

62) Al expresar a en funcién ae "x" en el trlanguio
ABC de la figura, se obtiene:

709 + x
B
\CX ‘
A

70% - x
x—70°

63) En el triangulo ABC de la figura, el valor de “X”

es:

110° - x
30°

x+ 110°
)
) 359 CLo0°+x
) 40°
) 509
) 60° 70%4x 0°4x
A B

O O T Q

D

~— — — ~— —

O O T
~— — — ~— —

D

O O T o

(L)

64) En el triangulo ABC de la figura, x + y es:

a) 80¢°

b) 100°

c) 130° g

d) 160°

e) 260° A N 5
/x




65) Enlafigura, Ly //Ly; Lg L Ly y Lw=5/z.
¢, Cuanto mide el &ngulo x?

e W

L3 -

S

] Lz

66) En la figura, DE // BC. Entonces x —y es:
a. 15°

b. 30° D A E
c. 45° X ¥
d. 60°
e. 75°
80° 50°
B C
67) La clasificacion del triangulo de la figura, es:
a) Escaleno - Acutangulo
b) Escaleno — Rectangulo C
c) lIs6sceles — Acutangulo
d) lIsésceles —
Obtusangulo
e) Isosceles — Rectangulo B

A

68) De acuerdo al triangulo de la figura, ¢,cuél de las
siguientes desigualdades es siempre verdadera?
) 2<x< 14
) 3<x<13 %
) 4<x<12 A
5<x<11 Y

)
e)6<x<10 8

69) ABCD es un cuadrado y el triangulo ABE es
equilatero, entonces el angulo “x” mide:

a) 75°
b) 902 P c
c) 1052
d) 110°
e) 120°
A B

70) En el triangulo ACD de la figura, BC=BD y el
angulo a = 30°. Luego, la medida del angulo x
D

es:
a) 15°
b) 30° o
c) 45°
d) 50°¢
e) 60°
ul X
A B C

71) En el triangulo ABC de la figura, « =100,
pP=110° y CD es altura. 4 Cuénto mide y ?

a) 30°

b) 40°

c) 50° )
d) 60°

)

e) 70¢

o
A D B

72) En el triangulo DEF de la figura, a = 1309,

y =80° y EH es altura. Entonces “x” en funcién
de “y” es: E

a) y=x
b) y=2x

c) y=3x

d) x=4y % =

73) En el triangulo ABC de la figura, AD es bisectriz
del ZBAC,ZEAC =100° yZABC = 60° .;Cuanto

mide el angulo ADC?

a) 60°

b) 80° K

c) 90°

d) 70°

E A B

74) En el triangulo ABC de la figura, AD = CD ,
«DBC =50°y CD es transversal de gravedad.
¢, Cuanto mide el angulo ACD?

a) 40°
b) 50° C
c) 80°
d) 90°

=
o
<]




75) En el triangulo MNP de la figura,
ZHNP =120°, Z/DME =150° yNE es bisectriz

del angulo MNP. Entonces “z” en funcion de “w”

es:
a) Z=K ;
4
b) z=—=
3 E
w
c) z=—
) 2
d) Z:K D M N H
5
w
7=—
6

76) En el triangulo MNT de la figura, MP = 8cm.
QN = 12cm. PQ es mediana. Entonces

MN — MT es: .

a) 2cm.
b) 4cm. n

c) 6cm. N

d) 8cm. "
77) En el triangulo PQR de la figura, RQ = 12cm, RE
=X + 3 y DE es mediana. ¢ Cuanto mide x?

2cm.
3cm.
4cm. E
5cm.
6cm.

R

USRI

D

P D Q

78) En el triangulo DFE de la figura, Hy G son los
puntos medios de EF y DE respectivamente, Hl
1 EF y GJLDE. SiDK + KE + KF = 54cm,
entonces KE mide: ¥

6cm.

9cm.
18cm.

27cm.

36cm.

CRCROIREIRCS

(©)

D I G E

79) En el triangulo ABC de la figura, G es centro de
gravedad. Si AD = 24cm.,entonces GD mide:

a) 6cm.

b) 8cm. c

c)

d

80) En el triangulo ABC de la figura, EF y DG son
simetrales de los lados AB y AC
respectivamente; ~ DGE = 30° ;Cuanto mide

(04
a) p C
by 28
B
c) 2
% A E ¥ B
2




81) En el triangulo ABC de la figura, G es centro de
gravedad. Si GD = 3x , entonces CD es:

a)
b) 5x c
c) 6x
d) 7x

82) Si el triangulo ABC de la figura es rectangulo en
C, entonces el complemento del complemento
del Zx mide:

A B

80) En un triangulo, un angulo interior mide 20° mas
que el otro, pero 35° menos que el tercero. ¢ Cual es
la diferencia entre el suplemento del menor y el
complemento del mayor?

a) 150°

b) 145°

c) 140°

d) 120°

83) En el tridngulo ABC de la figura, se traza la

transversal DE, ;cuanto mide el angulo x?

a) 63° C
b) 70° ‘45
) 117
d) 103° Dl‘ll\\
47° 16°
A 5 E

84) El angulo BAD es angulo exterior del triangulo
ABC. Si AE es bisectriz del angulo BAC,
entonces Z/AEC + ZACE =

30¢° c

50¢
60°
120°
150°

LaooL

D

85) Enlafigura, ZDAC = ZCAB. Entonces el £x

mide:
a) 80° D
b) 100° C
c) 110¢ E
d) 120°
e) 140°
110°
A B

86) En el triangulo ACD de la figura, BC=BD y el
angulo o = 30°. Luego, la medida del &ngulo x
es: D

x

O 0O T Qo

) 15°
) 30°
) 45°
) 50°

-

A B C

87) En la figura, el triangulo ABC es rectangulo en C,
Si o + € = 120° entonces el angulo o mide:

50 i

oL [

A
88) El triangulo ABC es recténgulg’ en C;
ademas o : B = 7:3; ¢,cuanto mide a ?

a) 10° b) 9° c) 27° d) 63° e) 58°
89) DE/IAB; AB = BC .Calcula x
C

/\,—»
D =1e] E

A
A B
a) 50° b) 80° c) 45° d) 70°




90) De acuerdo con la figura, el &ngulo a mide:

a %\

a) 90° + B b) 180°- B c) B — 90° d) 90°- 3
91) ¢Cual es el valor de x?

L\

90° ) 45° ¢) 30° d) 60°
92) AB // DC; AD I BC y BE 1 DC ;Cuéanto mide
?

A
1209/

N

a) 90° b) 60° c) 30° d) 45°
93) Si Ly // Lz ¢ Cuanto mide o ?

B

70

1302

N
M, L2

a) 1202 b) 130° c) 180° d) 60°
94) Si Li//L2y Lsbisectriz del &ngulo formado por
las rectas L4 ; Cuanto mide x?

L=
L

100
L1

L =)
\

-

a) 1002 b) 80° ¢c) 602 d) 1302 e) 50°

EJERCICIOS DE RELACIONES METRICAS EN EL
TRIANGULO.

EN EL TRIANGULO RECTANGULO

C
a
h b
B m H n A
= i

ELEMENTO:
= ayb Catetos
s C Hipotenusa
= h Altura relativa a la hipotenusa
L Proyeccidn de a sobre ¢
s N Proyeccidn de b sobre ¢

RELACIONES FUNDAMEMNTALES

lera Relacién 2da Relacidn | 3era Relacidn
2 _
a =em h? = m.n ab = ch
b% = en
4ta Relacidn 5ta Relacion
a® + b? = ¢? 1 1 1
(T. Pitdgoras) o2
95) Calcular a
a)i12
b) 10
c)9 o
d) 14

+
-~

v

96) Calcular “x”

a) 20

b) 10

c) 12

d) 13 x-8




97) alcular BH, si AH=3Y HC = 12

a) 2

98) calcular “h"
a) 4

b) 6

c) 7,2

d) 3,4

b) 4
c) 6
d) 8
C

99) Del grafico, hallar BD. Si: AD =8y DC = 10

a) o6

a}gﬁ A

100) Hallar AB
a) 3

B
b) 62
c}4£
d) e 8
E

b) 2
c) 6
d) 4
AT 1 H 8 ¢

101) HaIIar “n”

a) 3
b) 4
c) 2
d) 3

BVARN

102) Calcular “x”
1

a) 15
b) 8
o /\
X
103) Calcul
ar “x”

a)l

b) 2

c) 3 E

d) 4

) f5 X

104) Las proyecciones de los catetos sobre la
hipotenusa de un triangulo estan dadas por dos
nameros cuyo producto es 25. Hallar la longitud
de la altura relativa a la hipotenusa.

a)5 b)10 ¢)6,5 d)55 e)4

105) La suma de los cuadrados de los lados de un
triangulo rectangulo es 200m2. Calcular la
longitud de la hipotenusa.

D5mb) 10 105 H10J5 2542

106) Calcular “h” segun la figura.

0

4 20
3 15/ |

2 H

107) Hallar a/b

OO0 O mw

_\.m_\._\._\.

)
)
)
)
)

@

a) 1/43
b) 1/42
c) 1/2
d) 1/3 a
e) 1/9

b n—




108) Calcular “n/m”

n M

a)3/5 b)4/9 c¢)9/25 d)3/8 e) 9/24

109) Hallar: “x"

a) 1 @
b) 3

c) 4 3

d 5

e) 6

2

110) En el triangulo rectangulo ABC recto en B se
traza la altura BH (H en AC) si AC = 4x

H = x AB. BC = 36. Hallar x.

111) En la figura mostrada hallar “x”.

A) 2
B) 3
X+2 C) 4
D)5
E) &
-
X it

112) En la figura calcular BD, si “H” es orto centré y
AB=6,EB=2yBC=4.

113) ElI ADDABC es isosceles de base AB, AB //CD
¢ Cuanto vale <DCA?

f.l
a) 120° 74
b) 140° /N
c) 130° /
d)y 150° / N
g ‘\r

114) EI ADABC es is6sceles de base AB, AEy CD
son alturas ;Cuénto vale el angulo x?

a) 20° 2%
S ey
b) 500/ [\
C] I. ] Dﬂ K.-"-.I x.'_'\'.
d_} 70° ;.f ?_,-""A“"'\\_.
r(l,-’; f-l__, ’,_.-" .'-‘11'
LB E] N

] ] &

115) EI ADADC es equildtero y el ADABC es
isdsceles de base CB, y <DAB = 80°
¢ Cuanto vale el <ACB?
) 2SS

=

b) 75° |ll W

c) 20° B

d) so | R
\7i /// \
L5 Y
M 8

116) En ADABC las transversal de gravedad
AD = BE = 15 y AB = 16 ;Cual es el area de
<DABC?

a) 192 Pk
b) 288 jf
) 144 =2 ye
d) 96 / &
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\ GEOMETRIA PLANA SEMEJANZA Y CONGRUENCIA I.
RAZONES Y PROPORCIONES

(Qué es una razén? Cuando se comparan dos cantidades

por medio del cociente se habla de la razén entre ellas.

Por lo tanto, razén es la comparacion de dos cantidades por

cociente.

Dénde: a se denomina antecedente y b se denomina
Consecuente.
En toda razon se define:

antecedente

consecuente

Ejemplos de razén:
I.Velocidad 100 Km/hr. (Se lee: por cada 100 km
recorridos a pasado una hora de viaje).

II.LLa densidad demogréfica de una ciudad es de 3 hab/m?;
esto significa que el niimero de habitantes por cada m* de
superficie es 3.

[II.La densidad del alcohol es de 0,79 g/cm3, lo cual
significa que 1 cm3 de alcohol tiene una masa de 0,79 g.

[V.La razén entre mujeres y hombres es de 2muj/hom; es
decir, por cada hombre hay dos mujeres.

Proporciones
El valor de la razén 12:4 es 3 y el de la razén 15:5 también
es 3. Luego, estas dos razones son iguales, o sea
12:4 = 15:5.
Igualdad de dos razones o proporcion.

Selee “aesabcomocesad”

En una proporciéon a y c¢ son antecedentes, b y d
consecuentes. Ademds, b y ¢ se denominan medios, a 'y d
extremos.

Antecedente medios

a C
= a:b=c:d
b d e

Consecuente

es una proporcion,

Entonces siempre se verifica que “el producto de los
medios es igual al producto de los extremos”.

entonces ad=hc

Utilidad: Se desconoce un extremo:

axr = be
be
a

=

]|lo

2
- =

r=

Proporciones continuas y discontinuas: Una proporcién es
continua si tiene los extremos o los medios iguales.
Ejemplo:

Una proporciéon es discontinua cuando tiene todos sus
términos desiguales.




Cuarta proporcional: es cada uno de los términos de una
proporcién discontinua.
Tercera proporcional: es cada uno de los términos no
repetidos de una proporcién continua.
Media proporcional: es el término repetido de una
proporcién continua.

Magnitudes proporcionales
Una magnitud es todo aquello que se puede medir.
Ejemplo: tiempo, distancia, peso, volumen, etc.

Existen magnitudes directamente proporcionales y otras
inversamente proporcionales.

Directamente proporcionales

Dos magnitudes son directamente proporcionales si al
aumentar una de ellas, la otra aumenta el mismo nimero de
veces o dicho de otra forma, dos magnitudes son
directamente proporcionales cuando su cociente es
constante.

Ejemplo: La razén del ingreso con respecto a las unidades
vendidas, de un determinado producto es de 2:1. Calcular
cuantas unidades son vendidas si el ingreso es de $60.

2
aumenta g $k = l(u) )
4/.

860 X(u)
Es una relacion directa, al aumentar una magnitud aumenta
la segunda. $2 X(u) =$60 1(u)
X(u) =30.
Por lo tanto, se venden 30 unidades cuando el ingreso es de
$60.-

aumenta

Grafico de una proporcion directa:

T A

P

1250} =======nmmmmmmmn=e 1.2 .3 _ 4.

1.000

500" {
250(--

X

El grafico de una proporcién directa corresponde a una

LINEA RECTA que parte del origen, es decir, de (0,0).
Inversamente proporcionales

Dos magnitudes son inversamente proporcionales si al

aumentar una de ellas, la otra disminuye el mismo nimero

de veces, o dicho de otra forma, dos magnitudes son

inversamente proporcionales si el producto de ellas es

constante.

Ejemplo: 8 obreros hacen un trabajo en 15 dias. ;En cuanto

tiempo hacen el trabajo 24 obreros?

15 dias
x dias

J‘ disminuye

Por ser una proporcién
inversa, la segunda razon
se invierte.

8 obreros >
24 obreros =

| 8(obreros) _ 15(dias)
I24(01)1*‘2:‘05) - X(dias)

8(obreros) _ X (dias)
24(obreros) 15(dias)

120 = 24 X =5 = X; es decir, con 24 obreros el
trabajo se termina en 5 dias.

Grafico de una proporcién inversa:

12 -

6 f-1--

|

|

]
-
|

i i .
]

El grafico de una proporcidn inversa corresponde a una
HIPERBOLA, es decir, a una curva gue se aproxima a los
ejes X e Y, sin llegar nunca a interceptarlos.

Porcentaje o tanto por ciento
Supongamos que los aportes de dos socios, A y B, en una
empresa son $7.500.000 y $10.000.000, respectivamente.
Por diferencia, decimos que B aporto $2.500.000 més que
A. Es decir, B-A= $2.500.000.-
Por cociente, decimos que el aporte de A es % del aporte
de B, es decir:

A 7500000 3
B~ 10000000 4

Dicho de otra forma, el aporte de capital de Ay B estan en
la razén de 3:4 (tres es a cuatro).

Este mismo caso, resultaria conveniente comparar la razén
con otra donde el consecuente es 100.

A 7500000 3 75

B 10000000 4 100




EJERCICIOS DE RAZONES Y PROPORCIONES.

1. En un curso, la razén entre la cantidad de hombres

y de mujeres es 3:2. Si hay 24 hombres, ;cudntos
estudiantes hay en total en el curso?
Solucién: Se exponen dos formas de trabajo

-

\

Datos del problema:
A :nomero de hombres en el curso,
m  ndmero de mujeres en el curso.
La razén entre hombres y mujeres es 3 1 2
—h:m=3.20bienkh:3=m:2
En el curso hay 24 hombres
=+ h=24

.
FORMA 1

Reemplazamos /7= 74 en la proporcion

h:3=m:2

24:3=m:2

Despejamos m:

242 =3m
2432 48
3 —m—tg—m

FORMA 2

Se iguala cada razén por separado con la
constante de proporcionalidad £ :

T ko h-3k

2 B m=2k
2
Comao / = 24, reemplazamos en /i = 3k

2436 23_4=.E_-

oo k=8

Reemplazando el valor de k= 2 en
m=2k 2 m=2+8

m=16

Un gasfiter y su ayudante, reciben por la instalacion de tres
sanitarios $ 270.000, los que se reparten en la razén 7:2,
[cudnto dinero recibird cada uno?

Solucién: Se exponen dos formas de trabajo

~

\

Datos del problema:
£:Dinero que recibira el gasfiter,

a : Dinero gue recibira el ayudante.
Gasfiter y ayudante reciben 5 270000
= g+a=270000
Fl dinero lo reparten en la razon 7 : 2
—sgla=7.2obeng:7=a:?2

N
FORMA 1

Despejamos g de la proporcion g.a=7 .2

J

=7a
*3

Reemplazamos ¢ = % aeng+a=270000
a+a=270000

a = 270,000 Despejamos a:

Mw h |~

2
9
. a=60000

« 270.000

a =

Si el ayudante recibe $ 60.000 y juntos reciben
§ 270.000, entonces el gasfiter recibe $ 210.000

FORMA 2

Se iguala cada razon por separado con la
constante de proporcionalidad % :

g o
?=k-—:g=?k — =k a=2k

2
Reemplazando g v  en términos de ken
g+a=270000
7k+ 2k = 270000
Sk =270.000
270000

9
.. k=30000

Reemplazando el valor de k= 20.000
g£=7k=7=30000=210000

... g=210000
a=2k=2+30000=60.000
.*..a=60.000

Respuesta:

Pago al ayudante: $ 60.000 Pago del gasfiter: $ 210.000




1) El término desconocido de esta proporcion:

a) 34

b) 48 16 40
c) 64 —-— =
d) 54 X 10

2) Si25 metros de tela valen $50.000 ;cudnto valen 40
metros?

a) $40.000

b) $50.000

c) $80.000

d) $90.000

3) Tres pintores pintan una casa en 15 dias. ;Cudntos
pintores haran el mismo trabajo en 9 dias?

a) 5

b) 2

c) 6

d) 8

4) Un ciclista recorre 35 Km. En una hora, a la misma
velocidad. ;En cudntas horas recorrerd 175 Km?

a) 92 hrs.

b) 5hr.

c) 2hr.

d) 7 hr.

5) Seis trabajadores construyen un camino en 30 dias.
;cuantos dias se demoran 18 trabajadores en hacer el
mismo camino?

a) 10 dias

b) 90 dias

¢) 108 dias

d) 3 dias

6) En un criadero de aves, una tonelada de alimento dura
10 dias con una racién diaria de 180 gr. Si la racién
diaria fuera de 120 gr. ;para cudntos dias duraria este
alimento?

a) 18 dias

b) 15 dias

¢c) 6dias

d) 7 dias

7) Don Julio tiene 42 afios de edad y Rubén 18, jen qué
razén estan las edades de Rubén y don Julio?

a) 3:4

b) 3:5

c) 3:6

d 3:7

8) Una docena de botones cuesta $240 ;Cudnto hay que
pagar si se compran 54 botones?

a) $648

b) $ 864

c) $1.080

d) $1.188

9) éQué porcentaje es de?

a) 40%

b) 50%

c) 75%

d) 80%

10)Dos 4ngulos son suplementarios (sus medidas suman
180°) y estdn en la razén 3:5, ;cudl es la medida del
dngulo mayor?

a) 67,5°

b) 108°

c) 100°

d 112,5°

11)Un kilogramo de jamon cuesta $ 6.400. ;Cuanto hay
que pagar por la compra de 125 gramos de este jamén?

a) $640

b) $ 800

c) $910

d) $1.060

12)Si x: y = 1: 4, ;cudl es el valor de la suma x + y, cuando
y=1?

a) 5

b)
c)

d)

Bl W~

13)En un mapa, la distancia entre dos ciudades se dé 36¢cm.
Si la distancia real entre estas ciudades es de 288
kilémetros, ;a qué escala fue disenado el mapa?

a) 1:800

b) 1:8.000

c) 1:80.000

d) 1:800.000

14)P obreros construyen un puente D dias. ;Cudntos dias
empleardn en construir este mismo puente Q obreros?

Q

a) E
b
QD
PQ
c) —
D
QD
a P

15)En un liceo mixto de 1.540 alumnos, 80 son hombres.
(Cual es la razén en que estdn las nifias y los nifios de
este liceo?

a) 1:2

b) 1:3

c) 2:3

d 3:4

16)¢Cuél es el valor de x en la proporcioén 5: x = 15:135

a) 5/9

b) 5

c) 9

d) 45




17) Tres obreros demoran 6 horas en pintar una casa. {En
cudnto tiempo pintardn la misma casa 2 obreros?

a) 2 horas

b) 4 horas

¢) 9 horas

d) 36 horas

18) Una familia de 6 personas tiene comida para 30 dias.
(Cudnto tiempo les durard la comida, si se integran 3
nuevos miembros a la familia?

a) 10 dias

b) 20 dias

c) 22 dias

d) 30 dias

19) Un auto recorre una cierta distancia en 5 horas
viajando a 68 km/h. ;Cudl deberia ser su rapidez para
que demore s6lo 4 horas en recorrer la misma
distancia?

a) 54 km/h

b) 54,4 km/h

¢) 75 km/h

d) 85 km/h

20) Carolina escribe un trabajo en el computador. Si
imprime 768 lineas en 16 paginas, ;cudntas paginas
mds ocupara si le faltan atdn 1536 lineas por imprimir?

a) 32

b) 36

c) 38

d) 48

21) El valor de x en la proporcidn siguiente es:

a) 21 42-x=21:-5

b) 42

c) 1

d 84

22) Para hacer 6 tortas se necesitan 72 huevos. Para hacer
10 tortas se requieren...huevos.

a) 60
by 720 ™ _ 10
c) 120 24 15
d) 240

23) Para que la siguiente sea una proporcién n debe valer:

a) 39

b) 16

c) 48

d) 150

24) Una razén equivalente a 12: 10 es:

a) 5:6

b) 3:4

c) 5:2

d 6:5

25) Un padre tiene 40 afios y su hijo 16, entonces la razén
entre la edad del padre y el hijo es:

a) 2:5

b) 5:2

c) 8:40

d) 20:16

26)Una modista ocupa 3 4 metros de tela para hacer un
vestido, ;cudntos de esos mismos vestidos puede hacer
con 78 m?

a) menos de 24

b) 24

c) 26

d 78

27)El valor de x en la proporcién Es:

a) 0,8

b) 0,25

c) 10

d) 25

28)Un éarbol de 3 metros de altura da una sombra de 60cm,
entonces a esa misma hora la sombra de un arbol de 3,2
metros sera:

a) 20cm

b) 64 cm

c¢) 80cm

d) 106,6 cm

29)Un automdvil recorre 50 km en 1 h 32 m. jen qué
tiempo recorrerd 30 km?

a) (55 m 13 seg)

b) (55 m 12 seg)

c) (50 m 34 seg)

d) (60 m 12 seg)

30)Un vehiculo recorre 150 km por hora. ;Cuantos
kilémetros recorrera en 20 minutos?

a) 30

b) 50

c) 75

d) 90

31)Si 2 operarios demoran 20 dias en realizar un trabajo,
(cudntos dias se demoran cinco operarios en realizar el
mismo trabajo?

a) 5

b) 6

c) 8

d) 50

32)Para preparar una mezcla de pintura verde se deben
mezclar 2 litros de pintura amarilla y 5 litros de color
azul. ;Cuantos litros de pintura azul se deben mezclar
con 10 litros de pintura amarilla para obtener una
mezcla del mismo verde?

a) 10

b) 15

c) 20

d) 25

33)En un dia de trabajo de 8 horas, un obrero ha hecho 10
cajas. /cuantas horas tardard en hacer 25 de esas mismas
cajas?

a) 20

b) 40

c) 60

d) 64




34) A razén de 70 km/h unos Doce obreros han hecho la
mitad de un trabajo en 18 horas. A esa altura de la obra
4 obreros dejan el trabajo. ;cudntas horas tardan en
terminarlo los obreros que quedan?

a) (27 horas)

b) (12 horas)

¢) (37 horas)

d) (48 horas)

35) Un ganadero tiene 36 ovejas y alimento para ellas por
el término de 28 dias. Con 20 ovejas mads, sin
disminuir la racién diaria y sin agregar forraje ;durante
cudntos dias podrd alimentarlas?

a) 18

b) 22

c) 23

d) 45

36) Para cavar una zanja de 78 m de largo, 90 cm de ancho
y 75 cm de profundidad, se necesitan 39 obreros.
(Cudntos obreros habrd que disminuir para hacer en el
mismo tiempo una zanja de 60 m de largo, 0,5 m de
ancho y 45 cm de profundidad?

a) 29

b) 30

c) 33

d 34

37) Se han pagado $144 000 a 24 obreros que han
trabajado 8 dias de 8 horas diarias. jcudnto se abonard
en las mismas condiciones a 15 obreros que deben
trabajar 12 dias a razén de 9 horas diarias?

a) $151875

b) $156 875

c) $151 467

d) $153475

38) Un ciclista marchando a 12 km por hora recorre en
varias etapas un camino empleando 9 dias a razén de 7
horas por dia ja qué velocidad tendrd que ir si desea
emplear s6lo 6 dias a razén de 9 horas por dia?

a) (54 km/h)

b) (14 km/h)

¢) (74 km/h)

d) (24 km/h)

39) Una pileta se llen6 en 3 dias dejando abiertas 2 canillas
que arrojan 20 litros por hora, durante 6 horas diarias.
(cuantos dias se precisaran para llenar la misma pileta
si se dejan abiertas, durante 5 horas diarias, 4 canillas
que arrojan 18 litros por hora?

a) Dias

b) 3 dias

¢) 4 dias

d) 5 dias

40) Hallar la cuarta proporcional de 6, 15 y 10.

a) 36

b) 25

c) 30

d 15

41) Larazén aritmética y geométrica de 2 nimeros son 30
y 5/2 respectivamente. Hallar el antecedente de dichas
razones.

a) 50
b) 40
c) 35
d) 60

42) Dos nimeros estdn en la misma relaciéon de 3 a 5. Si la
suma de los dos nimeros es 16. Hallar el nimero
menor.

a) 4

b) 3

c) 10

d 6

43) Las edades de Ana y Maria estdn en la misma relacién
de 2 a 7, si el producto de dichas edades es 224. Hallar
la suma de sus edades.

a) 36

b) 26

c) 16

d 10

44)En una proporcién geométrica continua la suma de los

extremos es 45 y su diferencia 27. Hallar la media
proporcional.

a) 16

b) 18

c) 20

d 24

45) Si las razones aritméticas de los términos de la primera
y segunda razén de una proporcion geométrica son 10
y 50 respectivamente. Determinar en qué relacion
estarian la diferencia y la suma de los consecuentes de
dicha proporcién.

a) 3/2

b) 5/4

c) 2/5

d) 2/3

e) 5/3

46)Sabiendo que la media proporcional de 3 y 27 es a la

tercera proporcional de “a” y 36 como 1 es a 3. Hallar
“a”. a

a) 18

b) 24

c) 36

d) 48

47)Si 8 es la cuarta diferencial de “a,by ¢,y ”, ademas b<c

y 36 es la tercera diferencial de “ 4a ” y 48. Hallar el
maximo valore de “ b ”

a) 11

b) 12

c) 13

d) 16




48) En un salén de clase hay “n” alumnos entre varones y
mujeres. Si el nimero de varones es a “n” como 5 es a
12 y la diferencia entre el nimero de mujeres y el
nimero de varones es 18. ;Cudl es la relacién entre
varones y mujeres, si se retiran 13 mujeres?

a) 10/9

b) 5/4

c) 6/11

d) 9/10

49) Las edades de dos personas suman 55 afios y dentro de
5 afios estardn en la razén de 4 a 9, ;cudl es la edad del
menor?

a) 25

b) 30

c) 35

d) 15

50) La suma de los 4 términos de una proporcién
geométrica continua es 18. Halla la diferencia de los
extremos.

a) 6

b) 3

c) 4

d 5

51) A una fiesta, concurren 400 personas, entre varones y
mujeres: hay 3 varones por cada dos mujeres. Luego
de dos horas, se observa que hay 2 hombres por cada
mujer. ;Cudntas parejas se retiraron?

a) 80

b) 68

c) 72

d) 90

52) Las edades de Javier, Cesar y Miguel son
proporcionales a los nimeros 2; 3 y 4. Si dentro de 9
aflos sus edades serdn proporcionales a 7; 9 y 11
respectivamente. Hallar la edad actual de Cesar.

a) 15 afios

b) 16 afos

¢) 17 afos d

d) 18 afios

Se tiene una proporcion aritmética continua, donde la

suma de sus cuatro términos es 160. Hallar el valor de

la razén aritmética. Sabiendo que los extremos son

entre sicomo 11 es a 5.

a) 15

b) 6

c) 8

d) 50

54) Se tiene una proporcion aritmética continua, donde la
suma de sus cuatro términos es 360. Hallar el valor de
la razén aritmética. Sabiendo que los extremos son
entre si como 7 es a 2.

a) 4

b) 6

c) 8

d) 50

55) Si se aumenta una misma cantidad a los nimeros 20;
50; 100 se forma una proporcién geométrica continua
cuya razon es:

a) 172

b) 4/3

c) 2

d 1/3

56) Si 45 es la cuarta diferencial de a, b y c, ademds. 140
es la tercera diferencial de 2a y 160. Hallar la media
aritméticade b y c.

a) 14

b) 67,5

c) 15

d 12,5

1
57)El m% de 5 estd representado por:

a) 0,02m
b) 0,5m
¢) Sm
m
d) 200
58)Un sefior va al casino con $30.000 y se retira con
$120.000. ;Cual fue el porcentaje de ganancia?
a) 90%
b) 120%
c) 300%
d) 400%
59)¢Cudl es el 2% de k?
k

a) 50
50
b) k
k
c) 200
d) 50k

60)Para hacer 1 litro de helado se necesitan 800 gramos de
azucar. ;Cudnta azicar se necesita para hacer 8 litros de
helado?

a) 3.400 gr

b) 4.400 gr

c) 5.400 gr

d) 6.400 gr

61)¢Cuadl es el valor de x en la proporcién 5: x = 15:135

a) 5/9

b) 5

c) 9

d) 45




62)Veinte nifios consumieron 5 kg de tallarines durante un
campamento scout. Si hubieran sido 35 nifios, ;cudntos
kg Veinte nifios consumieron 5 kg de tallarines durante
un campamento scout. Si hubieran sido 35 nifios,
jcudntos  kilégramos mds de tallarines habrian
necesitado?

a) 8,75kg

b) 3.,75kg

c) 2,8kg

d 17,5kg

63)Luis camina 2,5 km diarios. Entonces para recorrer 20
kilémetros empleara:

a) 6dias

b) 8 dias

¢) 10 dias

d) 12 dias

64)logramos mads de tallarines habrian necesitado?

a) 8,75 kg

b) 3,75 kg

c) 2,8 kg

d) 17,5 kg

65)Luis camina 2,5 km diarios. Entonces para recorrer 20
kilémetros empleara:

a) 6 dias

b) 8 dias

¢) 10 dias

d) 12 dias

66)En un colegio estudian 1.050 alumnos.
al 40% del nimero de hombres,

(Cudntas son las nifias?

a) 930

b) 750

c) 630

d) 300

Si las nifias son

1
67) El m% de 5 estd representado por:

a) 0,02m
b) 0,5m
¢) S5Sm

m

d) 200

68) Un sefor va al casino con $30.000 y se retira con
$120.000. ;Cual fue el porcentaje de ganancia?

a) 90%

b) 120%

c) 300%

d) 400%

69) En un colegio estudian 1.050 alumnos. Si las nifias
son al 40% del nimero de hombres, ;Cudntas son las
nifias?

a) 930

b) 750

c) 630

d) 300

70)  ¢(Cuadl es el 2% de k?

k

Y 50

50

k

k

c) —
200

d 50k

71) Para hacer 1 litro de helado se necesitan 800 gramos
de azdcar. ;Cudnta azicar se necesita para hacer 8
litros de helado?

a) 3.400 gr

b) 4.400 gr
c) 5.400 gr
d) 6.400 gr

b)

72) En un liceo mixto de 1.540 alumnos, 80 son hombres.
(Cudl es la razén en que estdn las nifias y los nifios de
este liceo?

a) 1:2

b) 1:3

c) 2:3

d) 3:4

73)Un terreno rectangular tiene perimetro 1600 metros. Si

tiene 200 metros de ancho, entonces la razén entre largo
y ancho es:

a) 3:1000

b) 3:1

c) 3:100

d 1:3

74)A'y B son magnitudes directamente proporcionales.

Respecto a la siguiente tabla los valores de x e y son,
respectivamente,

A 5 x | 15
B 30 | 42 | ¥

a) 7y90.
b) 7y 60.
c) 6y72.
d) 8y90.




75) Segun el gréfico, si x e y son magnitudes directamente
proporcionales. Entonces, ;cudl es el valor de a?

a) 1/3

b) 3

c) 6

d 9

B = = e i

76) Maria, Fernanda y Alejandra tienen dinero en
cantidades proporcionales a los nimero a, b y c,
respectivamente. Marfa da la tercera parte de lo que
tiene a Alejandra; Alejandra da S/.300 a Fernanda,
resultando Fernanda y Alejandra con igual cantidad de
dinero. Si  3(c-b) =5a, entonces Maria tenia
inicialmente:

a) S/.200

b) S/. 600

c) S/.300

d) S/.500

77) De las x personas que participan inicialmente en una
fiesta, se sabe que a una hora dada, se retiraron 15
mujeres, quedando dos varones para cada mujer. En
seguida se retiran 60 varones, quedando dos mujeres
para cada varén. El nimero x es igual a:

a) 95

b) 135

c) 120

d) 115

78) En una serie de tres razones geométricas continuas e
iguales, la suma de los consecuentes es 180 y la suma
de las tres razones es 9/4. Hallar la suma de los
antecedentes.

a) 405

b) 120

c) 135

d) 245

79) Dos pescadores tienen 5 y 4 truchas respectivamente.
Se encuentran con un cazador cansado y de hambre,
con quien comparten las truchas en partes iguales. El
cazador al despedirse, como agradecimiento, les
obsequia $ 42, ,;cudnto le corresponde a cada
pescador?

a) 30y12

b) 26y 16

c) 28y l4

d 21y?2l

80)Se tiene 3 recipientes cuyas capacidades son entre si
como 1:2:3, el primero esta lleno de vino y el vino que
contienen son entre si como 3:5:7 respectivamente. Si se
vaci6 la mitad del contenido del primer recipiente en los
otros dos, en igual cantidad, ;en qué relacién quedaron
los volimenes vacios del segundo y tercer recipiente?
a) 1:3
b) 14
c) 25
d 15
81) En una bolsa hay 165 monedas. si por cada 5 monedas
de S/.2 hay 8 monedas de S/.5 y por cada 2 monedas
de S/.5 hay 5 monedas de S/.1, halle el nimero de
monedas de S/.5.
a) 32
b) 56
c) 48
d) 40
82)En una fabrica embotelladora, se tienen 3 maquinas (A,
B y C). Por cada 7 botellas que produce la maquina A,
la miaquina B produce 5 y, por cada 3 botellas que
produce la maquina B, la maquina C produce 2. En un
dia, la maquina A produjo 4400 botellas mas que C.
(Cudntas botellas produjo la maquina B ese dia?
a) 6000
b) 4000
c) 4000
d) 3000
83) La relacion entre las edades de dos hermanas es,
actualmente, 3/2. Se sabe que, dentro de 8 afos, dicha
relacion serd 5/4. ;Cudl es la edad actual de la
hermana menor?
a) 4 afos
b) 8 afos
c) 6 afos
d) 10 afos




Las figuras que tienen la misma forma, pero no
necesariamente el mismo tamafio, son figuras semejantes.
Puedes considerar las figuras semejantes como
agrandamientos o reducciones de ellas mismas sin
distorsiones. Las siguientes figuras son semejantes.

Definicion: Dos poligonos son semejantes cuando cumplen

cada una de las siguientes condiciones:

e Los dngulos correspondientes son congruentes.

eLas longitudes de los lados correspondientes
proporcionales.

son

Para que dos figuras sean semejantes, deben cumplirse

ambas condiciones: lados proporcionales y dngulos
congruentes.

D

=
A

Dl

e
c

Al B’

ABCDE = A'B'C'D'E' si:

(A=A B=8 C=C D=0 E=F
B E o & B
[A'B'

BC CD DE EA

Los elementos que se corresponden se llaman homologos.
Se llama razén de semejanza r a la constante de
proporcionalidad entre los lados homélogos.

TEOREMA DE TALES

Existen dos teoremas en relacion a la geometria clasica que
reciben el nombre de Teorema de Thales, ambos atribuidos
al matemdtico griego Thales de Mileto en el siglo VI a. C
1.4.2 Primer Teorema de Thales

Si por un tridngulo se traza una linea paralela a cualquiera
de sus lados, se obtienen dos tridngulos semejantes, es
decir, que tienen los dngulos iguales y los lados
proporcionales.

Primer Teorema de Thales
Si por un tridngulo se traza una linea paralela a cualquiera
de sus lados, se obtienen dos tridngulos semejantes, es

decir, que tienen los d4ngulos iguales y los lados
proporcionales.

B’ C’
B C

Dado un tridngulo ABC, si se traza un segmento paralelo,
B'C', a uno de los lados del tridngulo, se obtiene otro
tridngulo AB'C' semejante a ABC.

Es decir, cuyos dngulos son iguales y cuyos lados son
proporcionales a los del tridngulo ABC.

Lo que se traduce en la féormula.

B=B' y C=C
AB AC BC
AB' AC' B'C

Hagamos un ejercicio como ejemplo:

Usa el teorema de Tales para calcular x

3,9cm

34cm

34cm X (3,4cm)(3,9cm) _x
5cm  39cm 5 N

13,26¢cm?
5cm
2,65cm =X
Como vemos, la principal aplicacion del teorema, y la
razéon de su fama, se deriva del establecimiento de la
condicién de semejanza de tridngulos, a raiz de la cual se
obtiene el siguiente corolario.




Del primer teorema de Tales se deduce ademds lo siguiente
(realmente es otra variante de dicho teorema, y, a su vez,
consecuencia del mismo):

Si dos rectas cualesquiera (r y s) se cortan por varias
rectas paralelas (AA’, BB’, CC’) los segmentos
determinados en una de las rectas (AB, BC) son
proporcionales a los segmentos correspondientes en la
otra (A’B’, B’C’).

AB BC AC
AB BT AC
Ejercicios:

84) Una sefial de transito de 2 metros de altura proyecta
una sombra de 10 metros, al mismo tiempo una pared
de un edificio proyecta una sombra de 80 metros.

Calcular la altura de la pared.

Solucion:
C
E
2m
A 70 m D 10 m B

Usando el teorema de thales:

H_'?{]
2 10
y UOEE .

10
La altura de la pared es de 14 m de largo.

85)Las rectas a, b y c son paralelas. Hallar la longitud de x.

p—— —_—
Ol .
"
N <

14.2
x--1—0--2,80m

86)Las rectas a, b son paralelas. ;Podemos afirmar que c es
paralela a las rectas a y b?

Si, porque se cumple el teorema de Thales.

3 6
—=— 12 =12
2 4




1.4.3 Segundo teorema
El segundo teorema de Thales de Mileto es un teorema de
geometria particularmente enfocado a los tridngulos
rectdngulos, las circunferencias y los dngulos inscritos,
consiste en el siguiente enunciado:

B

Oe

Segundo Teorema de Thales:

Sea B un punto de la circunferencia de didmetro AC,

distinto de A y de C. Entonces el tridngulo ABC, es un

tridngulo rectangulo.

(Todo angulo inscrito en media circunferencia es recto)
Thales de Mileto

Leyenda

Segin la leyenda (relatada por
Plutarcol), Tales de Mileto en un
viaje a Egipto, visité las pirdmides
de Guiza (conocidas como Keops,
Kefrén y Micerino), construidas
varios siglos antes. Admirado ante
tan portentosos monumentos de esta civilizacién, quiso

saber su altura. De acuerdo a la leyenda, trat6 este problema
con semejanza de tridngulos (y bajo la suposicién de que
los rayos solares incidentes eran paralelos), pudo establecer
una relacion de semejanza (teorema primero de Tales) entre
dos tridngulos rectdngulos, por un lado el que tiene por
catetos (C y D) a la longitud de la sombra de la pirdmide
(conocible) y la longitud de su altura (desconocida), y por
otro lado, valiéndose de una vara (clavada en el suelo de
modo perfectamente vertical) cuyos catetos conocibles (A y
B) son, la longitud de la vara y la longitud de su sombra.
Realizando las mediciones en una hora del dia en que la
sombra de la vara sea perpendicular a la base de la cara
desde la cual media la sombra de la piramide y agregando a
su sombra la mitad de la longitud de una de las caras,
obtenia la longitud total C de la sombra de la piramide
hasta el centro de la misma.

) 0

Como en tridngulos semejantes, se cumple que

A D

B C
Por lo tanto, la altura de la pirdmide es
o AC

B

Con lo cual resolvi6 el problema.

OTRAS APLICACIONES DEL TEOREMADE THALES:
Realizacién de medidas indirectas, calculo geométrico de
reglas de tres, trabajo con conos, realizacién de cambios de
unidades, etc.

{Como se puede medir la profundidad del pozo usando el
Teorema de Thales?

(Qué parte del volumen total de la copa esta ocupado con
liquido?

Cilculo de alturas de edificios.




Ejercicios de teorema de Thales

87) Enla figura AC // BD, entonces x mide:
a) Scm.
b) 6,4 cm.
¢) 10cm. B 10 cm
d) 20cm.
cm

D Xem C  16cm

88) En la figura, PQ // RS // TU ;Cudnto mide x?
a) Scm

b) 12,8 cm \ /
¢) 24cm P Q
d) 80cm 20cm 32cm
R
Xcm
8c

7/ N

89) Las rectas m, n'y p de la figura son paralelas, ;cudnto

mide a?
a) 6cm.
b) 9cm. bt m
c) 32cm. a 8 cm
d) 18 cm.
n
18 cm 4cm
\ p

90) Enlafigura, para que L1 // L2 // L3, el valor de x
debe ser:
a) -2 xF 'i
b) 2 — B
C) 3 x=3 ] sx-l
d) 4 B/ E L
£ !
x-2‘,' ix’z
C f" =IF s

91) Enla figura, la medida del trazo a en cm. es:

a) 80
b) 40 / L
) 20 -
d) 10 \ /
€ Sd=l¢
o < b=d em
N b
d "/ A - L,
““““ Lul,

92)En la figura, BC//DE. ;Si AB=2, BD= 10 y BC=4,
entonces DE=?

a) 2

b) 4

c) 8

d) 24

93) Sien la figura L1//L2, entonces el valor de x es:

a) 2 u\l.:_;
b) 7 o S W
c) 12,5 \\ ,—")'_\/ '
d) 18 S
NS \‘f
- NN
15 € \\
\. \

94)En la figura M//N el valor del trazo x es:
a) aprox39.4

b) 27cm. 60 cm 36cm.
c) 15cm.
d) 19 cm.

X 25cm

95)¢{Qué altura tiene el asta de la bandera de acuerdo a la
informacién dada en la figura?

a) 12m -

b) 9m e

¢) 1I5m

d) 14m " e
m X

8m




Triangulos en posiciéon de Tales:
Dos tridngulos estdn en posicién de Thales si:
Dos lados de los dos tridngulos estdn en las mismas
semirrectas con origen comun o prolongaciones y el tercer
lado de un tridngulo es paralelo al tercer lado del otro
tridngulo.
Dos tridngulos en posicién de Tales son semejantes

SEMEJANZA DE TRIANGULOS
DEFINICION
Se dice que dos tridngulos son semejantes si tienen la misma
forma, pero no necesariamente el mismo tamafo. En la
figura 1 se muestran dos tridngulos
Semejantes.

Se dice que dos tridangulos son semejantes si tienen la misma forma pero no
necesariamente el mismo tamario. En lafigura 1 se muestran dos triangulos
semejantes

A
Al
b ) A
c a B P : (
Figura 1

El hecho de que los triangulos AABC y AA'B'C’ sean semejantes se

denota de la siguiente manera:
AABC~AA'B'C
Una condicién necesaria para que dos tridngulos sean

semejantes es que sus angulos sean iguales y sus lados
proporcionales; en simbolos, si

AABC~AA'B'C’
entonces
4CAB = AC'A'B' AABC = 5A'B'C’ 4BAC = £B'A'C’
y
CB AC BA a b ¢
CB AC BA O bien a b <

d
ﬂ."

Criterios de semejanza de tridngulos.
Teorema 1 (AA)
Primer criterio.- Si dos tridngulos tienen dos dngulos
ordenadamente congruentes, entonces son semejantes.

B4
/\ X 5
A C

ZAEZAh ZC':'ZC1

Corolario
Dos é4ngulos rectdngulos son semejantes si tienen un
angulo agudo congruente

ZACB = ~ADFE

A
M D
5 c E[_‘\{(\F

= AABC ~ ADEF

Teorema 2 (PAP)

Segundo criterio. - Dos tridngulos son semejantes cuando
tienen dos lados proporcionales y congruentes el dngulo
comprendido entre ellas.

B B,
S S AB _BC
Aq G ZB = 2B,

A c

= AABC~AABC,

Corolario. - Dos tridngulos rectdngulos son semejantes si
tienen proporcionales sus catetos respectivamente.
A

B o E F

AB BC




Teorema 3 (P-P-P)
Tercer criterio. - Dos tridngulos son semejantes cuando
tienen proporcionales sus tres lados.

B B,

A C

AB BC AC
= = =

AB, BiCqy AC

AABC ~ AAB.Cq

Teorema 4
Dos tridngulos isésceles son
proporcionales las bases y otro lado.

semejantes si tienen

B B

Ay C1

A C

AABC ~ AAB,C, son isosceles
(AB=BC, AB,=B,C)
si AB _ AC
AB; AC
AABC ~ AABCy

Teorema 5

Todos los tridngulos cuyos lados sean ordenadamente
proporcionales a tres nimeros dados son semejantes entre
si.

B B4
n m
nk mk
Aq t Cy
A ® C
keRrt
= AABC ~ AAB,C,

Relacién entre los poligonos semejantes.

Razén de los perimetros de dos poligonos (figuras)
semejantes.

La razén de los perimetros de dos poligonos semejantes es
igual a la razén de semejanza.

Consideramos los poligonos semejantes

ABCD y A’B’C’D’.

Sea r la razén de semejanza.

Entonces:

a_b_cd_d_, a
a b ¢

d AT e
d

perimetro A'B'C'D' _ a'+b'+c'+d’ _r(a+b+c+d) r
perimetro ABCD

“a+b+c+d a+b+c-d a7

Esta relacién es cierta para cualquier par de segmentos
homologos que se tomen sobre los poligonos semejantes.
Por ejemplo, las diagonales de un cuadrado son semejantes
y tienen la misma razén de semejantes que la de los
cuadrados.

Razon de las areas de dos poligonos semejantes.

La razén de les dreas de dos poligonos semejantes es igual
al cuadrado de la razén de semejanza.

Consideramos los rectdngulos semejantes

ABCDy A’B’C’D’.
Sea r la razén de semejanza.
Entonces:
a b . ¢
a b
A a D
B’ o
bl
. . D"
A a

Podemos obtener las siguientes relaciones:
area A'B'C'D' ah' r’-a-b 2
areaABCD ab ab
Razon de los voliimenes de dos cuerpos semejantes.
La razén de los volimenes de dos cuerpos semejantes es

igual al cubo de la razén de semejanza.
Consideremos los paralelepipedos semejantes:

Entonces:
—L—'Jc a = o = ¢ =r
i A
T Podemos obtener las siguientes
#Z |¢ relaciones:
Pz[  a— J»Q VolumenP2 _ a'b'c _rj‘a-b-c_ﬁ
a’ VolumenP1 a-b-¢c a-h-¢




Razén de semejanza de longitudes, areas y voliimenes.

Relacion entre los perimetros de figuras semejantes
La razén entre los perimetros de dos paligenos semejantes es igual a la razon de semejanza:

P
P

=X
Relacién entre las areas de figuras semejantes

La razan entre las dreas de dos poligonos semejantes es igual al cuadrado de la razén de
semejanza:

A
= =
A

Relacion entre los volimenes de cuerpos semejantes

La razén entre los volumenes de dos poliedros semejantes es igual al cubo de la razén de
semejanza:

A
v

Razones.
Razon de semejanza r

Razon de longitudes r

Razén de las areas r2

Razdn de los volimenes ra

Planos, mapas y maquetas.

Planos y mapas son figures semejantes a la proyeccién del

objeto real sobre el plano (o mapa).

Se llama escala a la razén de semejanza entre las figuras

del plano (o mapa) y la realidad.

Se representa de la forma 1: r. Su significado es:

lunidad del plano corresponde a r unidades de la realidad.

Maquetas son construcciones de cuerpos semejantes a

cuerpos de la realidad. Las maquetas también se realizan

mediante una escala.

EJERCICIOS DE SEMEJANZA DE FIGURAS PLANAS.

96) Dos cuadrilateros A y B son semejantes. los lados del
cuadrildtero A son 10, 15, 18 y 12 cm. Si la constante
de proporcionalidad es 3, ;cuinto mide el menor de los
lados de B?

a) 0,3cm.

b) 3,3cm.

¢) Scm.

d) 6cm.

97) Los perimetros de dos poligonos semejantes P y Q son
45 y 54. El lado mayor de P es 15, ;cudl es el lado
mayor de Q?

a) 5

b) 6

c) 15

d 18

98)Calcular la altura de un arbol que proyecta una sombra
de 4,2 metros, si se sabe que un poste de 2,5 metros de
altura proyecta, en el mismo momento, una sombra de
1,4 metros.

a) 2,35m.

b) 4,2 m.

c) 53m

d 7,5m.

99) Tres arboles se encuentran alineados. El mds pequefio
mide 2 metros, el mediano mide 3,5 metros. Si la
distancia entre cada arbol es de 15 metros, ;cudnto
mide el drbol més alto?

a) 3,5m

b) Sm.

¢) 55m

d) 7m

100) Los lados de un poligono miden 6, 9, 12 y 15 cm.
(Cudl es el perimetro del poligono semejante al
anterior si su lado mayor mide 20 cm?

a) 42 cm.

b) 47 cm.

¢) 56 cm.

d) 62 cm.

101) La sombra de un edificio es de 50 metros y a esa
misma hora la sombra de una casa de 5 metros de
altura, es de 10 metros. ;Cudl es la altura del
edificio?

a) 10m.

b) 25 m.

c) 45m.

d) 50m.

e) 100 m.

102) En un tridngulo isésceles las medidas del dngulo de
la base y del vértice estdn en la razén 1:3; el dngulo
mayor mide:

a) 36°

b) 45°

c) 90°

d) 108°

103) En un tridngulo rectiangulo los segmentos que la
altura determina sobre la hipotenusa miden 16 y 36.
El area del tridngulo es:

a) 39

b) 78

c) 108

d) 216

104) En la figura, AM = 3; AN = 5; MN = 6; BM = 1,5;
angulo(AMN)=dngulo(ABC). El perimetro del
tridngulo ABC es- A

a) 14

b) 16,5

c) 18

d 21

N2




105) Un edificio da una sombra de 3 metros y muy cerca se
encuentra un poste de 4 metros de altura proyecta una
sombra de 2 metros. La altura del edificio es:

a) 2 metros

b) 3 metros

¢) 6 metros

d) 12 metros

106)En la figura, las rectas Li, Lo, L3 y L4 son paralelas
entre si. Si EH mide 60cm, entonces la medida FG es:

a) 11,25cm

b) 12,75 cm 11 / \E

o) 15cm L2 3 \F

d) 18,75 cm 13 /s G

e) 30,75 cm A A\
L4 H

/ \

107)Si los tridngulos de la figura son semejantes (datos en
cm), entonces el perimetro y el drea del tridngulo
A’B’C’ son respectivamente:

a) 18cm, 13,5 cm? A
b) 24cm, 24 cm’ " "
¢) 24cm, 13,5 cm? 6
d) 18 cm, 16.875 cm’ "'SL
B r B c

108)Los lados de un tridngulo miden 6¢cm, 4cm y 9 cm. Si
el lado menor de un tridngulo semejante al tridngulo
dado mide 6 cm, entonces sus lados miden:

a) 6cm, 9cm, 11cm

b) 6cm, 8cm, 11cm

¢) 6cm, 9cm, .13,5cm

d) 6cm, 4cm, .9cm

109) Se construye un jardin rectangular de 12m de largo por
9m de ancho en el centro de una plaza rectangular, con
lados paralelos a la plaza. Bordeando el jardin ha
quedado un espacio que serd embaldosado. Si el largo
de la plaza tiene 4m mas que el largo del jardin, y si
los dos rectdngulos son semejantes, hallar el drea de la
superficie embaldosada.

a) 152m’

b) 132m’

¢ 84m’

d) 68m’

110)Dos tridngulos semejantes T; y T tienen areas 196
cm’y 100 cm? respectivamente. Si un lado de T1 mide
15cm jcuanto mide el lado homdlogo de ese lado en
T2?

a) 7,65...cm
b) 10,71...cm
¢) 2lcm

d) 29,4cm

111)En la figura, las rectas L.1 y L2 son paralelas. El valor
de x es:

a) 5

b) 6

c) 6,5

d 8

112) En la figura el tridngulo tiene un dngulo recto en B. La
medida de x es:

a) 49/4 A

b) 11 10

o) 45/4

d) 47/4 15
= 20 ] c

113) Considerando los datos de la figura, La medida de x

es:
a) 15 2 -
b) 7,5 3
C) 7 X
d 1,6 4

114)En el tridngulo ABC de la figura, AB = 20 cm,
AC=12, BC = 16 cm y AD es bisectriz del dngulo
BAC. La medida de CD es:

a) 6 c

b) 8

C) 10 D

d 14 /

A

B
115) En la figura, el drea del tridngulo ABC es 90 cm2 y
BC // DE. El érea del trapecio BCDE es:

a) 36 cm’ A
b) 40 cm?
¢) 50cm’
d) 54 cm’
p/ 10cm E

15 cm

c
116) En la figura, si AD = 6 cm. y AC = 30 cm. La medida
de BD es: A
a) 30
b) 24 »
c) 18
d) 12
B c




117)Considerando la figura, la medida de AE es:

a) 3,6
b) 4.8 b 8 c
c) 6 p E
d 6,4
A B

118)En el tridngulo ABC de la figura, CD es bisectriz del
angulo ACB. El perimetro del tridngulo ABC es:
a) 36 A

7

SN
b) 51 vt/ N\ s
c) 542 / N S
d 63 e
Iy 12 15 h

Mas sobre triangulé y semejanza.

Teorema: Si una recta es paralela a uno de los lados de
un tridngulo, entonces los otros dos lados quedan
divididos en segmentos proporcionales.

Es decir, en el tridngulo ABC:
Si DE // BC entonces AD _ AE

DB EC

/ |

Teorema: (Reciproco) Si una recta divide dos lados de
un tridngulo en segmentos proporcionales, entonces es
paralela al tercer lado.

Es decir, en el tridngulo ABC, anterior si

Si £=£ entonces DE //ﬁ:
DB EC
Teorem6: La bisectriz de un dngulo de un

tridngulo divide al lado opuesto en dos segmentos
proporcionales a los lados que forman ese dngulo.
Es decir, en el tridngulo ABC:

AB _ 8D

AC DC

Si AD biseca al angulo A entonces

Teorema: EI segmento que une los puntos medios de un
tridngulo, es paralela al tercer lado e igual a su mitad. Es
decir, en el tridngulo AB:

Si My N son los puntos medios de AB yAC entonces

MN //BC vy m=%

A

B C

Mas ejercicios de semejanza
119)El valor de x en la figura es:
a) 3,5 A -
b) 4 AN
c) 6,25
d) 7

120) ¢Cual es la profundidad de un pozo, si su anchura es
1,2 my alejandote 0,8 m del borde, desde una altura de
1,7 m, ves que la visual une el borde del pozo con la
linea del fondo?

122) Para medir la altura de la casa, Alvaro, de 165 cm
de altura, se situ6 a 1,5 m de la verja y tomé las
medidas indicadas. ¢ Cuanto mide la casa?




123) Entre dos pueblos A y B hay una colina. Para medir
la distancia AB fijamos un punto P desde el que se
ven los dos pueblos y tomamos las medidas AP = 15
km, PM =7,2 km y MN = 12 km. (MN es paralela a
AB). Halla la distancia AB

124) Con una fotocopiadora hemos reducido el dibujo de
la izquierda obteniendo el de la derecha. ;Cudl ha
sido la reduccién?

wo ¢g

w b

126)

n
P I
1,6 m 1 m

09m 46 m

127) Para calcular la distancia desde la playa a un barco se
han tomado las medidas de la figura. Calcula la
distancia al barco.

128) Un barco se halla entre dos muelles separados (en
linea recta) 6,1 km. Entre ambos se encuentra una
playa situada a 3,6 km de uno de los muelles. Calcula
la distancia entre el barco y los muelles sabiendo que
si el barco se dirigiera hacia la playa, lo haria
perpendicularmente a ella. ;Qué distancia hay entre
el barco y la playa? (NOTA: El dngulo que forma el
barco con los dos muelles es de 90°).

MUELLE 1 MUELLE 2

== -------i-ank-"-l--------t

6,1 km
129) Marcelo coloca una banderola de dos metros de
altura, de forma que el extremo de su sombra
coincide con el extremo de la sombra del arbol.
Teniendo en cuenta los datos de la ilustracion,
calcula la altura del arbol.

6,3 m




130) Una antena de comunicaciones se sostiene mediante
cuatro cablesAq i
de los cables esta
techo de una c{
datos de la ilkt

Z

Q 3

3m

8m 6m

131) Para calcular la altura de una torre, Maria clava en el
suelo un listén de tres metros de altura y, después,
retrocede hasta que coinciden en la visual los
extremos del listén y de la torre. A continuacion,
toma las medidas que ves en la ilustracién. Con esos

datos, resuelve el problema.

1,60 m}a

W m

Lim

132)Si a//b, r y 1’ secantes que se cortan en O. Demuestra
que AOAA’ ~ AOBB’.

b

Z .
7 B
133)Si a//b, r y 1’ secantes que se cortan en O y OA = 8
cm., OB = 12 cm., AA’” = 10 cm., A’B’ = 15 cm.
Determina OB’ y BB’.

134) Sien el AABC, CD es la bisectriz del ZACB y ZABE
= ZACD, demostrar que AACD ~ ADBE y que
AADC ~ ACEB.

135)S1 AE =12, EB =28, CE = 15, AC = 18, determinar
ED y BD.

136) Encuentra el valor de ADsi AC =25

A
D
15
3L
B e C
137)Se sabe qué W}=P_R y que PX biseca ~ QPR .

Demostrar que A QPX ~ A QPR




CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

La congruencia de tridngulos se utiliza para disefiar
ejercicios de comparacién en juegos de salén, en el trazo de
sefiales y graficos de localizacion para el trdnsito vehicular,
en el disefio de mecanismos que permiten la operacién de
las fotocopiadoras o en un pantégrafo, entre otras muchas
cosas.

NOTA: CONGRUENCIA Y SEMEJANZA son dos
cosas distintas: pues cuando hablo de semejanza me refiero
a parecido o a proporcionalidad, mientras que cuando
hablamos de congruencia nos referimos solo a mediadas,
por lo tanto, la congruencia implica semejanza mds la
semejanza no implica congruencia.

El simbolo que representa la congruencia es:

l

Llamaremos tridngulos congruentes a aquéllos
coinciden en sus lados y éngulos, es decir que
exactamente iguales.

que
son

A

BO°

E

Cuando encuentres un par de tridngulos congruentes y
quieras identificar los lados que coinciden, es mas facil
hacerlo si colocas una, dos y tres lineas en cada uno de sus
lados para identificarlos.

Criterios de congruencia en triangulos

Para determinar la congruencia entre dos tridngulos
cualquiera solo se necesitan tres elementos
determinados de cada uno de ellos. A partir de estos
elementos definimos los siguientes criterios de
congruencia:

Lado, Angulo, Lado (LAL)

Si dos lados de un tridngulo y el angulo formado por
ellos son congruentes con los que corresponden a
otro, se dice que los dos triangulos son congruentes.

B E

A " cC D " F

AABC = ADEF

Angulo, Lado, Angulo (ALA)

Cuando en dos tridngulos se tienen dos dngulos y un lado
congruentes, estos tridngulos son congruentes.

B E
A /\c n /Q\r
AABC = ADEF
Lado, Lado, Lado (LLL)

Cuando se tienen dos tridngulos y sus tres lados
correspondientes son congruentes, entonces los tridngulos
son congruentes.

AABC = ADEF

Criterios de
rectdngulos
Cateto, Cateto (CC)

Dos tridngulos rectangulos son congruentes cuando sus dos
catetos son iguales.

A% /\%
B t c vy } z

AB = XY and BC =YZ

congruencia empleados en tridngulos

MABC = AXTZ

Cateto, Angulo (CA)

Dos tridngulos rectdngulos son iguales cuando tienen,
respectivamente iguales un cateto y un dngulo agudo.

A X

B c ¥ Z
AB=X¥ and £C = 22
AABC = AXTYZ




138) _
Si AE = ED con <F EAC = <f EDB ;
luego "x" e "y" valen:

A

C

139) L
Si ADCE isdsceles base DE con

/—)]: ACD 54 BCE ; luego "x" e "y" valen:
C

Y5 2¥+T
A—X+8=D E«—35—B
100)

SiAB=AD v BC=DC ; luego "x"e"y'
valen:

B
A/é\m\c
)

W

101)
SiAE = EB v DE = CE ; luego "x" e "y"
valen:

102)
En el triangulo PQR de la figura 1, xPRQ = 80°

DE es mediana. ¢Cudnto mide el
£X7?

A) 350 e

B) 450 .

C) 500 fig. 1
D) 550

E) 600° 20 X

Y

103)
Si MAABC isosceles base AB; demostrar
que la bisectriz del angulo del vértice es

transversal de gravedad y altura.

C

104)
Si BD bisectriz 21ABC con BD_| AC;
luego el valor de "x" e "y" es
a 4y 8 B
b) 6y 12
c) 8y 16 2% Jy+8
A ® D 2y O
105)

SiAB =AD vy CB = CD ; luego el valor
de "x" e "y" es:

a) 6°y47° B
b) 13°y 21°
c) 18°y 36° 2 5" 26,
d) 22°y 31° W
D
106) Hallar “x"
a) 10
b) 12 10 x3
c) 13
d) 14
e) 15 2




107)
En la figura 1, el AABC es equildtero vy
el ADEA es rectdngulo isésceles CE es altura,

entonces a + B + vy =

C
a) 105°
b) 1200
c) 1350
d) 1500 A
A E B
fig. 1
D
108)

En la figura 1, CD es bisectriz del dngulo ACB.
¢Cudl es la medida del angulo x?

109)
En la fiaura 4. RS es simetral de AB

— —
y AD // RS. éCuadl es la medida del «x?

A) 139¢° C

B) 90° D s S
C) 510
D) 49° 490

fig. 1

499
A R B

110)Del grafico: Calcule “0 + 3~

a) 70°
b) 60°
c) 80°
d) 90°
e) 100°

111) Del grdfico: Calcule "x"

a) 52°
b) 42°
c) 36°
d) 32°
e) 16°

a) 78°
b) 69°
c) 58°
d) 29°

e) 19°

141) Del grafico: Calcule “x”
20

a) 45°

b) 30°
c)15°

d) 22°30'
e) 22°

a) 12°
b) 24°
c) 48°
d) 36°
e) 72°

143) Del grafico: Calcule “B”

a) 10° 28
b) 20°

c) 30°

d) 40

e) 50°




144) Del gréfico: Calcule “x"

a) 72°
b) 58°
c) 28°
d) 38°
e) 36°

7

145)  Del gréfico: Calcule "x". Si: 6 =13°

a) 58°

b) 68

c) 30

d) 38

e) 48

146) Del gréfico: Calcule “x"

a) 70°
b) 80°
c) 90°
d) 100°
e) 120°

147) Del gréfico: Calcule "o + B":
a) 200°
b) 204°
c) 214°
d) 180°

148) Del grdfico: Calcule “x"

a) 150°
b) 160°
c) 140°
d) 135°

e) 165°

149)Del gréfico: Calcule "x":

a
a) 30°
b) 40°
c) 45° A
d) 50°
e) 60° i\‘

w_nu

150)Del grdfico: Calcule “x

a) 60°
b) 15°
c) 75°
d) 80°
e) 85°
151)Del grafico: Calcule “B”

a) 100° B

b) 110°
¢) 120°

d) 130° /B

e) 140°
152) Del grdfico: Calcule "x"

a) 120°
b) 110°
c) 130°
d) 140°
d) 150°
153)Del grdfico: Calcule "6"

a) 18°
b) 36°
c) 40°
d) 20°
e) 25°




154) Del grdfico: Calcula "6"

a) 40°

b) 50° 0

c) 60°

d) 70° ]

e) 80° / o
155) Del grdfico: Calcule "x"

a) 10° 1002
b) 20° X

o
c) 30 200

d) 40°
e) 60°

156) Del gréfico: Calcule "x"

O
802
a) 10°
o {\
c) 60° . X
d) 70°
e) 80°

157)  Del gréfico: Calcule el valor de "x"
a) 20° 0

b) 10°

c) 30°

d) 40°
e) 50° 3x

158) Del grdfico: Calcule "x"
a) 100°
b) 110°
¢) 120°
d) 130°
e) 140°

159) Calcular el mayor dngulo de un tridngulo, sabiendo que
uno de ellos es 40° y los otros son iguales.

a) 30°

b) 40

c) 80

d) 70

e) 50

160) Del grdfico: Calcular: "x +y + z"

a) 150°
b) 160°
c) 170°
d) 180°

e) 190°

161) Del grafico: Calcular “x"

a) 100°
b) 90°

c) 110°
d) 120°
e) 130°

162)Del grdfico: Calcule "x"

a) 60°
b) 120°
¢) 140°
d) 40°
e) 100°

163)Del grdfico: Calcule "6"

a) 30°
b) 35°
c) 36°
d) 40°
e) 45°

164)Del grdfico: Calcule "x"

a) 33°
b) 73°
¢) 57°
d) 75°
e) 107°




4

165)  Del gréfico: Calcule “x'
a) 151°
b) 131°
c) 141°
d) 150°
e) 121° X

AAAAL
\AAAL4

4

166)  Del grdfico: Calcule “x'
a) 78°
b) 75°
c) 28°
d) 18°
e) 36°
167)

J

Del grdfico: Calcule "x"

a) 10°
b) 20°
c) 15°
d) 30°
e) 45°
168) calcular “x":

A) 10°
B) 120
C) 130
D) 85
E) 95
169) calcular “x":

A) 120°
B) 150
C) 144
D) 108
E) 100
170) Determine “o"; si: los dngulos internos del AABC, forman
una progresién aritmética y aumentan de 20° en 20°.
(Ejm.: 0°, o + 20°, a® + 40°)
a) 40°
b) 60
c) 80
d) 20
e) 10

171)

A) 10°
B) 20
¢) 30
D) 40
E) 60
172)

Calcular "x":

Calcular "x";

A) 10°
B) 15
c) 29
D) 25
E) 35
17 3)calcular “x";

A) 120°
B) 75
€) 120
D) 90
E) 60

174) Calcular "x";

1

mxA=mxB=70°

a) 100°

b) 20

¢) 110

d) 15

e) 40

175)Calcular el
tridngulo ABC

SiimxA=30%°y mxB=2mxC=2a°
a) 30°
b) 60°
c) 40°
d) 150°
e) 50°

menor dngulo externo de un




176) calcular “x":

a) 30°
b) 40
c) 50
d) 60
e) 70

177) Calcular “x":

A) 100°
B) 140
¢) 80

D) 180
E) 120

178)  Calcular "x":

D
A) 50°
B) 100
¢) 180
D) 90 4 q
E) 120 1500

179) Calcular el perimetro del A ABC.
Si:AB=2,BC=1,AC=15
c

A) 2°
B) 3

C) 4

D) 35
E) 45

180) calcular "x"

A) 50°
B) 40
) 30
D) 20
E) 10

181)calcular "x":

A) 60°
B) 135
C) 45
D) 30
E) 10
182) calcular “x", si: o + 6 = 60°

A) 150°
B) 120
¢) 100
D) 20
E) 10

183)cCalcular "x"; si es entero:

A) 180°
B) 94
C) 86
D) 96
E) 84

184) Hallar “x":

A) 30°
B) 40
€) 20
D) 15
E) 60

185)

A) 100°
B) 130
€) 120
D) 180
E) 90

186) Calcular “x":

A) 30°
B) 10
) 15

D) 60 i
X + 202
E) 90 )

187) En un tridngulo rectangulo ABC, se trazan la altura BH
y la bisectriz interior AE que se intersectan en «P»; si
BH =10y BE = 8. Calcular «PH».

a)1l

b) 2

c)3

d)4

e)5

188) En un tridngulo ABC se traza la altura BH y la mediana
BM tal que: AH =3y HM = 4. Calcular: AC.

a) 10

b) 12

c) 15

d) 14

e) 13

189) En un tridngulo ABC se traza la altura BH. Calcular
«AC» sim<C=2m<ABH =202y BC=6

a)12

b) 3

c) 2,5

d)5




190) Hallar "ED";BE=7;DC=5; AB= AC

a) 1
b) 2
c) 3
d) 4
e) b

191) Hallar “x"

A) 45°
B) 60°
C) 30°
D) 40°
E) 75°

B

4o
501 30

192) Hallar "x"; AABC es equildtero y CE = BD

A) 10°
B) 20°
¢) 30°
D) 60°
E) 80°

A
E
X
C D B

193) Hallar"AB":PH=2yAD=7

A) 3
B) 2
C) 4
D)5
E) 6

H
0 D
0
A

194) Hallar "x"; m<ABC = 100°

A) 10°
B) 20°
C) 30°
D) 40°
E) 50°

B
A N/

C

195)  Hallar: “"AD"; DE =2
B

A) 2

B) 4

C) 6

D) 8

E) 10 .
196) Hallar: 6; AD es median

A) 18°

B) 20°

C) 36°

D) 40°

E) 10° 7
197) Hallar "o’ c

A) 1

B) 2

03 a-2 a-1

D) 4

E) 5
198) Hallar “x"

A) 210
B) 2./15

0 8
D) 4
E) 5
199) Hallar “x"

A) 6.2

B) 8.2 .
0 62 10

D) 8.2

E) 102

200) En el tridangulo ABC, se traza la mediana AM vy en el
triangulo ABM se traza la mediana AN; si BC = 8.
Calcular MN.

a)l

b) 2

c)3

d)4

e)6

0 O
O

37¢




201) Hallar “x"

A) 3.3
B) 4.3

¢) 53
D) 6

E) 4

202) Hallar “x":

A) 6(f3 +2)
B) 6.2

) 6°.f3
D) 8

E) 6(/3 +1)

203) Hallar "x"

A) 3
B) 4
(o) ]
D) 6
E) 8°

204) Hallar "x"

A) 6
B) 10
0) 12
D) 18
E) 24

642

450

30¢

30¢

205) Hallar “x":

A) 30

B) 40 20

C) 80

D) 60

E) 32
206) Hallar “x"

A) 8°
B) 9°
c) 10°
D) 11°

53¢

30¢

E) 12°

207) Hallar “x"

/%\
126 140
PN C

208) Hallar “x"

o A
B) 2

€3 x

D) 4

E) 8

A) 60°
B) 120°
C) 80°
D) 50°
E) 70°

209) Hallar"x";BH=2;CD=4
B

A) 2
B) 4
C) 6 A ¢
D) 8
E) 10 @
D

210)  Hallar : m<DAE; m«BAC = 110°
A) 40° °
B) 60°
C) 80°
D) 10°
E) 20°

211)  Hallar*x" B

A) 3
4
B) 4
c) 7
602 60¢
D) 8 A .
E) 9 ’ X ! 3 '
212)  Hallar “x"

A) 1
15
B) 2 x
) 3
8

D) 4




213)  Hallar®

a)ﬂ
b) J27
c)ﬁ
d) Jf29
e)m

214)  Hallar"

A) 6
B) 8
C) 14
D) 10
E) 20

215)  Hallar"

A) 8
B) 10
C) 6
D) 15
E) 16

216) Hallar"

A)1+.E
B) 1+ /3
c)1+ .5

D) 6
E)7

217)  Hallar"

A) 1
B) 2
¢) 3
D) 4
E) 5

218)  Hallar"

a)ﬁ

by Jf3 -1
c)ﬁ+1
d) Jf3 +2

e)8

450 379

452 309,

219) Calcular "x"

a) 54°
b) 56°
c) 58°
d 62°
e) 64°

220) Calcular "x"
a) 70°
b) 50°
c) 60°
d) 40°
e) 80

221)Si: AE = DC, calcular "x + y".

a)8
b) 9
c) 10
d) 12
e) 11




PROPIEDADES DERIVADAS DE LA CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

PROPIEDAD DE LA BISECTRIZ.

Si: OP es bisectriz del <AOB
3

AP = PB

OA=08B

Ejemplos:

222)Calcular "a + b + c"

PROPIEDAD DE LA MEDIATRIZ.

Si: l;_/U\ es mediatriz
*

AM = MB
m<MAP = m<<MBP

Ejemplo:

224) Calcular “x”

225) Calcular 6




EJERCICIOS DE APLICACION.

226) Calcular "x"
a)l

\)(_3
b) 2
c)3
d)15 o )
e)3/5 Q

227) Calcular “x"
a)8

13
b) 18
c)9
d) 4 >
e) 2 k - 1

228) Calcular "x"; si AC = 11 P
a)7

b) 4

c) 18

d)2

e)9 1 g
229) Calcular "x"

0) 2 3x-8 /
b) 3

c)4 «
d)6

e)8

230) Calcular “x"

a) 20

b) 30

c) 10 20
d) 40

e) 15 -

231) calcular "x"

a)9
b) 12
c) 18
d)6

e) 24 ) 12

232) Caleular “x"
a)l

b) 2 \
c)3
d)15
e) 3/5 o
233) Calcular “x"
a) 8
b) 18
c)9
d) 4

e)2
234) Calcular “x"; si AC = 1"

a)7
b) 4
c)18
d)2

6)9 Ak 1

235) caleular “x"

a)2
b) 3
c)4 «
d)6
e)8
236) Calcular “x

a) 20

b) 30

c)10

d) 40

e)15
237) Calcular "x"

a)9
b) 12
c)18
d)6

C

X

e) 24 ' 12




238) calcular "x"

a) b
b) 8
o) 6.2

d) 8.2

e) 10 B
239) Calcular “x"

a) 20

b) 40

c) 60

d) 80

e) b0 -

240) Calcular "x"

x

/\

a) 8 X
b) 10

c)2

d)6

e) 12

I 4 1
EJERCICIOS RETO.

241) calcular "x"

a) 80
b)90
¢) 100
d) 50
e)40 A v o

242) Calcular "FQ", si AF es bisectrizy BF = 18

0)9

c) 12
d) 18
e) 15

243) Calcular AP

0)12
c)3
d)15

e)b

244) calcular "x"

a) 65
b)55 x+10
c) 45
d) 25
e) 35

245) Calcular “x"

a) 40
b)50
c) 60
d) 70
e) 80 20 .

246) Ccalcular "x"

B . N c
a) 24 ’ ’
b) 12
c) 48
d)6 A 5
e) 36 X 24

247) Calcular "PQ" 8B

a) 16
b) 8 16
c) 32
d) 12
e)4
248) calcular “x"

a) 14

b) 3,5

c)8

d) 16

e)4 ~
249) calcular "x"

a) 48 \

b) 24
c)12
d) 36
e) 42 |

42




250) calcular “x" RETO DE LA SEMANA.
a) 70
b) 40
c) 30
d) 110
e) 10

251) calcular “x"
a) 20
b) 30

255)  Calcular “x”

.
X,
.
X,

c) 35
d) 40 /
e) 45 2L

! a)6
252) Calcular "x" b) 8
a) 65 )9
b) 25 d) 13
)50 e) 14
d) 55 130 K
e) 34 7 7
253) Calcular "x" 372
a) 18
b) 23 12
c) 20
d)15 ~
o7 \
e X 1
254) calcular "x" '
150
a) 10
b) 20
c)b /
d)15 Postulado
e) 25 —t x ( Axioma

Congruencia
teorema

quien no aplica matematicas no sabe matematicas.

http://profe-alexz.blogspot.com/2012/08/razones-proporciones-problemas.html
https://recursosdidacticos.org/propiedad-de-la-existencia-triangular-para-segundo-de-secundaria/
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@ [ CceviaNA ' B BH : Altura

A H C
B B Acutdngulo Obtusangulo
BD : Ceviana B
i c A e >
Interior Exterior
A C
(P — Rectdngulo
@ | MEDIANA
© | MEDIATRIZ
-
A M C
A vp C
o | BICECTRIZ L1 : Mediatriz de AC
CASO ESPECIAL
. . ) Solo en 2 tridngulos; la mediana, bisectriz, altura y
B BF : Bisectriz| Bg4p mediatriz coinciden en la misma posicién.
[0 0
B Altura
Bisectriz
A F , ¢ . BH Mediana
Interior Exterior Mediatriz
@ | ALTURA
— A H c A H ()

EQUILATERO ISOSCELES
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a} o3 Lo3 Lo Lo3 LT Lo3 Lo LoD LI L3 L3 L3 {:.

PIL3TILILILILILILL

1.

El punto de interseccién de las ...
*Medianas; se llama “Baricentro” (G)
*Bisectrices; se llama “Incentro” (1)
*Alturas; se llama “Ortocentro” (H)

*Mediatrices; se llama “Circuncentro” (O)

[51518181515151518

2L LT LTI LT LT Lo2Lo2Lo2L2L02K

| EJERCICIOS DE APLICACION |

Calcular «x»; si AF es bisectriz interior.

a) 90

b) 100

c) 110

d) 120

e) 130 A

Calcular «x»; si BF es bisectriz interior.
B
a) 30

b) 15
c) 20
d) 40

110
e) 10 80

A F c

. Enun tridngulo ABC, se trazan sus medianas AE y BD.

aleular : ==+ 7
a)l
d) 4

b) 2
e)b

c)3

<> —
Calcular el lado AC, silarecta L es mediatrizde AC

B
a) 15

b) 16
c) 14
d) 10
e) 12

Al

AK—HK—NC
x+1 16 - 2x

10.

11.

12.

. Si BH esaltura. Calcular «x»

B
a) 10
55

b) 15 x

c) 20

d) 25

35 2a a

e) A H C

En el tridngulo ABC, se traza la mediana AM Y en el

tridngulo ABM se traza la mediana AN si BC = 8.
Calcular MN.

a)l
d) 4

b) 2
e)6

c)3

En un tridngulo ABC se traza la altura BH, tal que la
mMmJABH = 25, si m&c=55. Calcular mLABC.

a) 45
d) 60

b) 50
e) 65

c) b5

En un tridngulo ABC, m¥A = 70 y m&c = 30 se traza la

bisectriz interior BD («D» en AC ). Si: AB = 6. Calcu-
lar «BD».

a)3
d)9

b) 6
e) 12

c)8

En un tridngulo isésceles ABC (AB = BC), se traza la
bisectriz interior AR, que resulta ser igual a RB.
Calcular mABC.

a) 40
d) 60

b) 36
e) b4

c) 42

Enun tridngulo ABC, se trazala altura BHy la bisectriz
BD, formando un < de 20°. Si A: 60°. Calcular é

b) 30 c) 40
e) 15

a) 20
d) 50
Dado un tridngulo acutdngulo ABC, se traza la altura

AH que intersecta ala bisectriz interior B en «P»;
sila mYBAH = 20°. Calcular la m&APD.

a) 35
d) 55

b) 45
e) 60

c) 50

En la figura, calcular «x». Si BH es alturay BF es

bisectriz.
B

a) 15

b) 20 X

c) 25

d) 30 30

e) 35 A H F C
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13.

14,

15.

Encontrar «x», si: ¢ — 0 = 50.

BF es bisectriz.

a) 60
b) 85
c) 80
d) 70
e) 65

Calcular «x»; BH = 2

a) 4
b)5
c) 12
d)6

Al—ll——i¢
e)8 . b 5

En la figura la mediatriz de AC y la bisectriz exte-
rior del dngulo B se intersectan en el punto «P». Cal-

cular mgBPM, si «<M» es punto medio de AC.

a) 100
b) 105
c) 125
d) 110

e) 65 80 30

TAREA DOMICILIARIA N°1 |

Calcular «x» , si BD es bisectriz del dngulo ABC.

B
a) 100

b) 105
c) 110

c) 115 75 X 45

e) 125 A D ¢

. Si BM es mediana del tridngulo ABC. Calcular «x»

B
a)3
b) 4
c)b
d)é6
e)7 A c
—»l

x+1 M 16 - 2x

. Si: Bp esaltura, calcular mgBAC - mABC.

a)8
b) 15
c) 10
d)5
e)0

25

55

. En un tridngulo PQR se trazan las medianas QM vy

- PRGN
PN . Calcular : MR NR -
a)lb b)2,5 c)4
d)2 e) 3

. Calcular mJ A, si BF es bisectriz del SABC.
B

a) 45

b) 80 8

c) 90

d) 75 58 ap

e)60 A = ¢

. En el tridngulo ABC, la bisectriz exterior del dngulo

«C» es paralelo al lado AB, luego el tridngulo ABC es:

a) Obtusdngulo c) Isésceles

d) Escaleno

b) Rectdngulo
e) Rectdngulo

. SiimXA-mJC=40y BP es bisectriz interior.

Calcular 6.

a) 65
b) 60
c)75
d) 70 0
e) 50

8. En un tridngulo ABC se traza la altura BH y la mediana

BM tal que: AH =3y HM = 4. Calcular : AC.

a) 10
d) 14

b) 12
e) 13

c) 15

. En un tridngulo ABC se traza la altura BH. Calcular

«AC» si m<C = 2m<ABH = 20°y BC =6

a) 12 b) 3
d)5 e)6

c)2,5
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10.En un tridngulo rectdngulo ABC, se frazan la altura 14. Enun tridngulo ABC, se traza la bisectriz interior Af

BH Y la bisectriz interior AE que se intersectan en

«P»; si BH = 10y BE = 8. Calcular «PH». («E»> en BC ): fal que AE = BE = AC. Si: BC = 14.

Calcular : AB
3) 2 b); ©)3 a) 21 b) 14 )10
) e) d)7 e) 28
11. En la figura AB = BC. Calcular «x»
B
065 35— RETO DE LA SEMANA F=
b) 63 m 15. Los tridngulos ABC y DEF son equildteros. m
¢) 45 F Calcular x, si CM es mediana.
d) 66 AN A
e) 40 R 70 - c a) 55 B
b) 40
12. Calcular «x» ¢) 30
d) 60
a) 50 ¢) 50
b) 55 X c (San Marcos 2002) w
C) 60 " — (]
d) 65
o 40
e) 70
13. Calcular «x» B
a) 30
b) 75
c) 90 ox
d) 45

e) 60 A C




